Kiegészités az Analizis 11. el6adashoz

Taylor formula, integral alaki maradéktaggal

2014. marcius 31.

Az Analizis II. jegyzet 72. oldalan levé méasodrendii Taylor formula bizonyitasat adjuk meg a megfe-
lel§ egyvatozos Taylor formula alapjan. Itt a Lagrange féle maradéktag integral alakjiat hasznéljuk.

1. Tétel. (Altalcinos mdasodrendd Taylor-formula.) Legyen f : S — R n-vdltozos, kétszer

differencidlhato figgvény, S C R"™ és x € int S rdgzitett pont. Ekkor tetszdleges (x + h) € S
esetén

1 1
fx+h) = f(x)+ grad f(z) h+ EhT (/ (1—1t) H(x +th) dt) h
0
ahol
WY = (i, ha), grad f(z) = (f;, (), ., fr,(2)),
és H(x +th) a Hesse mdtriz az adott helyen. Tehdt a Lagrange-féle maradéktag igy irhato:

1 1
L, = §hT (/ (1 —t) H(x +th) dt) h.
0
A tétel bizonyitasa a valos valtozos fliggvényekre vonatkozo megfelels tétel kdvetkezménye.

1. Lemma. (Elsérendi Taylor formula, integrdl maradéktaggal) Adott f : [a,b] — IR kétszer

differencidlhato figgvény, a < xo < b régzitett (="kivdlasztott pont”). Ekkor minden x €
(a, b) esetén:

@) = £a) + J (o) = ) + 50— ao)? [ (o =)' (0.

zo
Tehat az Ly Lagrange-féle maradéktag igy is irhato:

L= %(x ~ )? / (e — ) ().

zo



Bizonyitas. A Newton-Leibniz formula szerint:
@)~ fan) = [ f(s)as.
xo

Ezért

xT

F(2) — (o) — f'(z0)(@ — z0) = / (F(s) — f(x0))ds.

Zo

A jobb oldalon az integrandusra tdjra alkalmazzuk a N-L formulat, és igy folytathatjuk:

/ :(f’(s> - aois = | (/ o) ds

A kett@s integral integralasi tartomanya egy haromszog alakt tartomany, ahol az integralési
sorrendet fel lehet cserélni a megfelel§ valtoztatasokkal egyiitt. Nevezetesen:

// f”(t)dtds:/: /t f”(t)dsdt:/:f”(t) /tx1 ds dt.

A belsé integral éréke:
/ lds=x—t,
t

A Tétel bizonyitasa. Definialjuk az F': [0,1] — IR egyvaltozos valos fliggvényt:

ezzel épp a kivant formulat kaptuk.

F(t)= f(x+th). F0)=f(z), F(1) = f(xz + h).

Az F fiiggvényre alkalmazva a fenti lemmét ezt kapjuk:
1 1
F(1) = F(0) + F/(0)(1 - 0) + 5(1 — 0) / (1= )F"(¢) dt.
0

Az el6adéson belattuk, hogy
F'(0) = grad f(x) h,  F"(t)=h"H(x +th)h,

amibdl a Tétel allitdsa kovetkezik.



