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3. fejezet

Valés fiiggvények



3.1.

3.1.1.

Mivel egyenl$?

3.1 sin (arcsin(x))

Valés fiiggvények

Bevezeto feladatok

w

= (o] |
e

sin (2accos(o)

sh(2)

ch(2x),

1 :
5 cos (5 arcsm(a:))

ha sh(z) = 1.

arch(5)

3.2 sin (arccos(x))

34t (o))

sin (arc tg (2, 4))

3.8 ch(3)
3.10| arsh(4)
arth(—0, 6)

Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvények értelmezési tartomanyat:

3.13

3.15

3.17

3.19

3.21

y=vVi+z+vi—z

2r — 3
T+ 2

y = In(z? — 3z +2)

.3 -2z
y = arcsin
| x? —2x —15
=1n
Y= 0 + 16

3.14
y=v3—2x
3.16
o+
Y= 3z
3.18
| Sr — 22
=14/In
Y 1
3.20
y = 2arccos V9 — x?2
3.22

y =1In(Inx)



Rajzoljuk meg a kovetkez6 fiiggvények gorbéit.

3.23 3.24
r—1 J 22+ 1
3.25 3.26
22+ 1
y = y = t
. 1+ 22
3.27 3.28
y=—t 1,1 1
L- S -2
3.29 3.30
x
_ z—1
i v= r+1
3.31 3.32
2 1
y=cec Yy = ez
3.33 3.34
_1
y=e «* y = arcsin(sin(z))
3.35 3.36
y = arccos(cos(z)) y = arctan(tg (z))
3.37
)
y = arctan | —
x
Hatarozzuk meg a kovetkez6 fiiggvények inverz fiiggvényét.
3.38 3.39
y=1-2x y=1+ux



3.40 3.41

y=2>+1 (x>0) y_lix
3.42 3.43
y=Va?l+1 (z>0) y=vV12—16 (z>0)
3.44 3.45
y=vi-u yzzfjf
3.46 3.47
y:g+ %2_1 (z > 2) yzl—\/1+4x
1++/1+4x

3.1.2. Hatarérték

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények hatarértékét az adott pontban.

3.48 3.49
: 3 2 1
i:r%(x vortl) lim —  (k € N rogzitett)
z—0
3.50 3.51
3 o2
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ST e T



3.56

3.58

3.60

3.64

3.67

3.57
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hm 2—
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11m — —
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x—0
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3.70 3.71

lim (Va2 +1—x) lim (Va2 +1— Va2 —1)

T—00 T—00

3.72 3.73

lim x (\/xQ +1— x) lim veitl-ol

T—00

3.74
V2 +1-1
lim
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im
e=l/14+2—+/1—x
3.77
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lim —
xr—5 €r — 5
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lim Y2 t2-ve
z—=—1 + 2 — \?/__x
3.79 3.80
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li V22 .
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x—0 nx
3.82
sin(ax)

2 Sin(bz) a,b € R, b# 0 rogzitett.



3.83 3.84

sin(2x)
z—0 .
0 tg (2) ig%x ctg ()
3.85 3.86
1 _
. cgs(:v) lim 1 CQOS(x)
0 =0  sin”(x)
3.87 3.88
1 1
lim (s — Sl
250 (sin(a:) tg :U) hn(l) w
T— i
3.89 3.90
- 1+ s%n(x) — cos(x) y 1 — y/cos(z?)
2=0 1 — sin(x) — cos(z) 220 1 — cos(z)
3.91
' 7r
lim (tg (22)) - tg (7§ <)
=7 4
3.92
lim 2?“;2(” + sinfz) — 1
z—T 2sin”(z) — 3sin(x) + 1
3.93 3.94
i £ s%n(2:v) ’ (1 — cos(z))?
20 2 + sin(3z) 290 tg 3z — sin® ()
3.95 3.96
_ 7r
~ sin (x — 6>
. 2sin(x) — sin(2z) iy ==
=5 V3
glglir(l) 3 e g — cos(x)
3.97 3.98
cos 2 —sin T i V1T t8(2) = /1~ te (2)
g — 2 2 20 sin(z)
eI cos(x)



3.1.3. Fiiggvény derivalas

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények derivaltjat.

3.99 f(z)=4a®—2>+7 3.100 f(x) = (2 — 3)sin(x)
3.101 f(z) = 7 +3 f(x) = sin®(x)
(2 +x + 1) cos(z)
3.103 f(z) = sin(z?) 3.104 f(z) = sin(z* — 5x + 8)
4 oL _ cos(z?)
3.105 f(z) = (2" — 6z +1)° - tg — 3106 f(r) = 5=
— 1 2
3.107 f(x) = tg*(”) 3.108 f(z) = sin® ( t;;x )
3.109 f(z) = 105" 3.110 f(z) =™
3111 f(z) = 7o) f(@) =\ av/avz
3.113 f(x) = y/sin(x?) fz) = 21 :
2 _
1 +tg3 3.116 = /Ig(1 +sin?(2
3115 f(2) = [~y fx) = V/1g(1 + sin(22))
3.117 f(z) = sh[z® —In(z + 7)] _ [1+tha
8.118 f(a) =\
3.119 f(x) = 2°arcsine 3.120 f(x) = arcsiny/1 — 2
fla) =ar ch Vo +1 fla) = et

3.123 f(z)= V2 - /x

Hatérozzuk meg az alabbi implicit mddon megadott (y = f(x)) fuggvények de-
rivaltjat.

w2+ =1
sin(z) | sin(y) 3.126| 2 + 43 — 3azy = 0
+ =1

cos(y) = cos(z)




3.127 (x — 1) cos(y) + cos(2y) =0 y* =a¥
3.129 f(z) =z + arctg f() fla) = (1+ )=

3.1.4. Taylor polinom

frjuk fel az alabbi fiiggvényeknek a megadott xg helyhez tartozd, megadott rendti Taylor
polinomjéat.

flx)=Inz, z9=-e, Ty(x)="
3.132
flx)=¢€" xyg=2, Ty(x)="
3.133
@) =tg(@), wo=7. Ti(e)=?
f(z) =sin(z), x¢= %, T3(x) =7
3.135
flz) = %sin(?)x), xog=1, Ty(x)="
flx)=a2® 62"+ 11lx -5, x0=2, Ty(x)=?
3.137
fx)y=2+2* 32" +72% =29=1, Ts(z)="?
3.138

f@)=2"— 2" =22 + 322 + 42+ 10, xzo=1, Ty(z)="
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frjuk fel az alabbi fiiggvények xy = 0 helyhez tartozd, megadott rendit Taylor poli-
nomjat.

3.139

flx)=e*, Ty(x)=?

) = %Sin(?)x), Ty(x) =7

3.141

flz) = cos(2z), Ty(x) =

flz) = arctgz, Ty(z)=?
3.143

f@)=In(1+2), T.(z)="
3.144

f@)=(1+=z)" Ty(z)=?

3.145 | Mekkora hibat kovetiink el, ha az y = sin(z) fiiggvény értékét a [0, 1] interval-

lumon a

Taylor polinommal kozelitjiik?

3.146 | Hatarozzuk meg az e szam értékét két tizedesjegy pontossdggal Taylor polinom
segitségével!

3.1.5. Hatarérték meghatarozasa L’Hospital szaballyal

. sindx
ly 1

1
3.148 lim (@) = LHcos3u

z—0 et —e %

11



to (2) — 1
3.149 lim 2 1
e—%  sindx

i € 2

=0 x —sin(z)

x — sin(x)

3.153 lim 5
=20t — 1 —x — &

sin(z) — ze®s(®)

3.155 i
201 — sin(z) — cos(z)

. Inz
3.157 zlggo\?/i

3.159 lim <e% _ 1)

T—00

1
3.161 lim (ctgx — —)
x—0 €x

3.163 lim (arcsinz)"*®
z—0

1 tg ()
3.165 lim (—)

z—0 \ &

3.167

3.169

3.171

T

. e —
3.150 lim

20 sin(z)

3.152 lim M
z—=0 1 — sin(z)

In*(1+ z) — sin®x

1 —e2?

lim —al

20 In sin(x)

3.158] lim - sin © (a € R rogzitett)
T

T—00

3.154 lim
z—0

. 1 1
3.160 lim ( — — —
=0 \ 2 sin‘x

3.162] lim (sin(z))"=®

s
=3

3.164 lim (tg (2))* "

TG
3.166
(x + 1):”
lim
z—ooo \x — 1
3.168
<2x + 1)9C
lim
z—oo \ 1 — 1
3.170
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3.1.6. Sikbeli gorbe érintoje

3.172| Hatdrozzuk meg az y = 3z — 2 parabola xy = 1 abszcisszaji pontjahoz hizott
érintéjének egyenletét!

3.173 | Hol metszi az y = Inz gorbe x = e abszcisszaji pontjdhoz huzott érintdje az x
tengelyt?

3.174 | Hatédrozzuk meg az y = tg(r) gorbének azt a pontjit, melyhez tartozé érintd
parhuzamos az y = 2z — 5 egyenessel!

3.175 Hatdrozzuk meg az y = x> — 6z + 1526 goérbének azokat a pontjait, melyekben az
érinté parhuzamos az y = 6(z — 7) egyenessel!

3.176 Bizonyitsuk be, hogy az zy = a? gorbe (ahol a > 0 adott) barmely pontjihoz
huizott érintoje és a koordinata tengelyek altal alkotott haromszog teriilete fiiggetlen
az érintési ponttol!

3.177 frjuk fel az y = tg () gorbe x = % abszcisszaju pontjahoz tartozé normalisanak

egyenletét. (A fliggvény gorbe P pontjahoz tartozé normadlisa az az egyenes, amely
a ponthoz hizott érintére meréleges.)

3.178 | Hatdrozzuk meg az y3 — 32?2 — 4xy + 3 = 0 implicit alakban adott fiiggvény
gorbéjének x = 1 abszcisszaju pontjaiban az érinté és normalis egyenletet.

1
3.179 | Keressiik meg az y = §x3 — 22 4 1 gorbe azon pontjait, ahol

a.) az érint6 parhuzamos az x tengellyel
b.) az érinté az = tengely pozitiv irdnydval +45°-0s szoget zar be.

3.1.7. Széls6érték szamitas
3.180 | Hatdrozzuk meg az y = 23 — 12z fiiggvény lokalis szélséértékeit!

3.181 | Hatarozzuk meg az y = rhe " fiiggvény lokalis szélsoértékeit!
3.182 | Keressiik meg az f(z) = 2 — 92 + 152 — 3 fiiggvény

a) lokalis szélsGértékeit,

b) abszolit szélséértékeit a [0; 2] és a (0; 2) intervallumokon.

1
3.183 Keressiik meg az f(z) = x + — fiiggvény
T
a.) lokélis szélséértékeit

1
b.) abszolut szélsértékeit az [5, 2] intervallumon.

13



3.184 Keressiik meg az f(r) = 2 Inx fiiggvény
a.) lokalis széls6értékeit
b.) abszolut széls6értékeit az (0; 1] intervallumon.

Hatarozzuk meg az R sugari korbe irt legnagyobb teriiletii téglalapot.
3.186 Hatarozzuk meg az R sugard géombbe irt legnagyobb térfogati hengert.
Hatérozzuk meg az R sugard gombbe irt legnagyobb térfogati kipot.
3.188 Hatarozzuk meg az egy literes, feliil nyitott legkisebb felszinii hengert.

3.189 Egyenld szélességii harom deszkdbdl csatornat készitiink. Az oldalfalak milyen
hajlasszoge mellett lesz a csatorna keresztmetszete maximalis?

3.190 Hatarozzuk meg a h alkotéju kupot koziil azt, melynek a térfogata legnagyobb.

3.191 Egy a szélességli csatornabdl derékszéghen kinyilik egy b szélességli csatorna.
A csatorndk falai egyenes vonaliak. Hatdrozzuk meg azon gerenda legnagyobb
hosszat, amely az egyik csatornabdl atcsusztathato a masikba.

3.192 Keressitk meg az y*> = 8z paraboldnak azt a pontjit, amely a (6,0) ponttdl a
legkisebb tavolsagra van.

3.193 | Feltssziik, hogy a gézhajé energiafogyasztasa a sebesség harmadik hatvanyaval
egyenesen aranyos. Keressiik meg a leggazdasagosabb érankénti sebességet abban
az esetben, ha a hajé ¢ km/dra sebességili viz-sodréssal szemben halad.

3.194 Az A és B pontok a ill. b tavolsagra vannak a faltél. Melyik a legrovidebb 1t
A-bél B-be a falat érintve?

\
\\\ a A
N
\
N I
\ . 2
3.1. 4bra.

14



3.195 200 m hosszu drétkeritéssel szeretnénk maximalis teriiletet kdzrezarni, mikézben
csatlakozunk egy mar meglevé 100 m hoésszi kofalhoz. Mekkorak lesznek a kert
oldalai?

FaL

3.2. abra.

3.196 | Keressiik meg a 42” + 9y? = 36 ellipszisnek azt a pontjat, ami a P(1,0) ponthoz
legkozelebb illetve legtavolabb van.

3.197 Egy derékszogii haromszog alaku telek egymasra meroleges oldalai
100 m és 200 m. Az abra szerint raépitett téglalap alapi haz alapteriilete mikor
lesz maximalis?

HAZ

3.3. abra. 3.197. feladat.

3.198 Egy r sugaru félkorbe irhaté téglalapok koziil melyik teriilete maximalis? Melyik
teriilete minimalis?

Egy fapados repiilégépen 300 iil6hely van. Csak akkor inditjék a jératot, ha
legalabb 200 iilohely foglalt. Ha 200 utas van, akkor egy jegy ara 30e Ft, és minden
egyes plusz utas esetén a jegyarak egységesen csokkennek 100 Ft-tal. Hany utas
esetén lesz a légitarsasag bevétele maximalis illetve minimalis?

3.200 Adott T teriiletl téglalapok kiiziil melyik keriilete a minimalis?

3.201 Egy z hosszi drotbdl levagunk egy darabot, négyzetet csindlunk beldle. A mara-
dékot kor alakira hajlitjuk. Mikor lesz a két alakzat Ossz-teriilete maximalis?

15



3.1.8. Fiiggvényvizsgalat
3.202 | Vizsgaljuk és abrazoljuk az f(z) = 22 - Inx fiiggvényt!

Vizsgaljuk az alabbi fiiggvényeket.

3.203 f(z) = 2% — 927 — 24z — 12 3.204] f(z) = —~

1+ a2
f(ﬂf):l“—l-é (3.206] f(z) =™
3.207 f(r) = - f(@) = ¢ cos(a)

x+1
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3.2. Megoldasok. Valods fiiggvények

3.2.1. Bevezeto feladatok

3.1 =«
3.2 V1—2a?
3.3  sin(2arccos x) = 2sin(arccos x) - cos(arccos ) = 2x/1 — 22
VI = 22
34 YT
x
1++v1—a?
3.5 —_—
2
t 12
3.6 sin(x) = ﬂ, sin(arctg2.4) = —
V14 tgie 13
2 _ -2
3.7 sh(2)=" % —3627

2
3.8  ch(3) = 10.068

3.9 ch(2r) =ch’z +sh®z =142sh’x =3, hasha = 1.
3.10 arshz =In(x +va?+1), ezért ar sh4 = In(4 4+ V/17) = 2.094
3.11 ar chz = In(x £ V2211), ezért

ar chb =In(5b+v24) = In9.8999 = 2.292
= In0.101 = —2.292
1

1 1. 04
312 arthr=_-In i y’ ezért ar th (—0.6) = —Iln — = —0.693.
2 M1y 2716

3.13 A1+ 2++/1— x kifejezés azokra az x értékekre van értelmezve, melyek esetén
a négyzetgyokjel alatti kifejezések nem negativak, azaz, ha 1+2 >0és1—x > 0.
Ezt az egyenl6tlenség rendszert megoldva kapjuk, hogy az értelmezési tartomany:
-1 <z <1,

314 z< 3.15 zeR\{2}

N o

3.16 zcR\{0,3}
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3.17 A logaritmusfiiggvény értelmezési tartomanya a pozitiv szamok halmaza. Ezért
fiiggvényiink pontosan az x? — 3x + 2 > 0 feltételnek eleget tevd valds szamokra
van értelmezve. Az egyenlOtlenséget megoldva azt nyerjiik, hogy az értelmezési
tartomany: = € R\ [1, 2]

2
> (. Tovabba a

J]—ZEQ

3.18 A logaritmus mogott pozitiv szamnak kell dllnia, ezért

gyokjel alatti szamnak nem- negativnak kell lennie, ezért In ( ) > 0. E két

2
r—x
feltétel egyiittese pontosan akkor teljesiil, ha

> 1. Ezért: 1 <z <4,

319 -—-1<z<4. 3.20 -3<z<—V8 V8<uz<3.

3.21 —oco<x< -3, 2<x<)H, 8<z<o0.

3.22 1l <z <o.

3.23 - 3.37

Raciondlis tortfiiggvényeknél az dbrazolas el6tt hatarozzuk meg, hogy hol lesznek
a gorbének a koordinata tengelyekkel parhuzamos aszimptotai.

Ahol egy tortfiiggvénynek a nevezdje zérus, ott polusa van. Itt fliggbleges aszimp-
totdja van. A vizszintes aszimptota helyét a fliggvény végtelenben vett hatarértéke
hatarozza meg.

(a) 3.23. feladat (b) 3.24. feladat

18



4t |
- --_1+ — --—11-— o : ! ' ;7>
; 1 ‘ 1 2 x
i -t
_;_'r |
!
/\ 4
(c) 3.25. feladat (d) 3.28. feladat
1
4/2 T T e
‘1' 1
‘ e :
..... - | : a
. G | AT
(e) 3.26. feladat (f) 3.31. feladat
3.5F II
sof |
| : |‘ \
/4 3_ | 25F \
/ 20
. . i -—'./ . 15f \.ﬂ_______
- T /_‘T -1 1 /’3 . Lof
/ - f T oaf
[ - | .
! : -4 -2 2 4
(g) 3.29. feladat (h) 3.32. feladat

3.38 y=
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3.39

(i) 3.27. feladat

(j) 3.30. feladat

NR

wiR

(1) 3.37. feladat

(m) 3.33. feladat

20



340 y=+vx—1.

341 y=

342 y=+x3—-1.
3.43 y=+/2 1 1.

3.44 y=3-21%

3—x

3.45 = .

y xr— 2

1

346 y=2x+—.

€T

€T

3.47 = —

YT T e

3.2.2. Hatarérték

3.48 3. 3.49  +oo ha k péaros,
balrél —oo, jobbrél +oco ha k paratlan.

3.50 0. 3.51 3.
3.52 oo.
3.53 Az (z — 2) gyoktényezét a szamlalébdl és a nevez6bél is kiemeljiik, majd egysz-
ertisitiink:
22 +3x-10 . (z—2)(x+5) . x+5 245 7
lim —— = lim = lim = —=-.
e=2 22 —x—2 2 (x—2)(x+1) 2-224+1 241 3
3 2
3.54 —. 3.55 -
2 3
3.56 6. 3.57 0.
3.58 n. 3.59 —1.
3.60 oo.
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3.61 Helyettesitsiik v/1 + z-et u-val. Ekkor /1 +x =u és v = u® — 1.
Ha x — 0, akkor u — 1, tehat

V14t ax—1 ou—1 ) uw—1 ) 1 1
lim ——— = lim = lim =lim—-——=—.
z—0 T u—1yd — 1 u—1 (u—l)(u2+u+1) u—lu2 +u—+1 3

3.62 x = u'® helyettesités alkalmazésival

.1+ Y 14+ o out =ttt —u+1 5
lim ——— = lim = lim = —.
z——11 4+ \5/5 u——11 4 u3 u——1 w2 —u+1 3
3.63 l 3.64 1.
n

3.65 Mivel x — o0, ezért a nevez6 dominans tagjaval, azaz xio-nel egyszertsitjiik a
tortet:

1
3/5(12—6—1—\3/5 _ ($2—6)%+1‘% _?4—1’3 10
Va7 +1963 — \/z  x10 +1963 — 2z 1+ 1983 _ po

9 10 10
2 — 6\ 30 N 1 1 1 30 N T
- €T 30 _—— — Xr 30
21 01 g2l (z—00) |
- 7

141963 -2 1 —2 5 14196321 — 25

3.66 A szamlalot és a nevezOt egyarant szorozva (\/ 14+z+22+ 1)—61, a kifejezés értéke
nem valtozik. Viszont a szamlalébol eltiinik a négyzetgyok jel, és ezt kovetden a
kifejezés egyszertisithetd z-el. Igy az ismert (a + b)(a — b) = a2 — b? Ssszefiiggést
hasznaltuk ki.

Négyzetgyokos kifejezések esetén hasonléan szoktunk eljarni maskor is.

, Vi+r+x2 -1 , Vi+r+22—-1 Vi+zxz+224+1
im = lim =

z—0 €T z—0 €T ',/1_|_x_|_x2_|_1_

) l4+z+22-1 142 1
= lim =

lim =—.
=0g (Vidtaw+a24+1) =0/l4+z+224+1 2

3.67

DN | —

22



3.68

2@’ +a+1)(Va+1)
= lim
z—1 2+ \/E

Ebben a példaban ugyanaz a kifejezés volt a négyzetgyokjel alatt mind a két helyen,
tehat az elézoekben emlitett példa modjara tgy is eljarhattunk volna, hogy = =
u? helyettesitéssel oldjuk meg a feladatot. Az itt bemutatott mddszer azonban
altalanosabb esetben is alkalmazhato.

= 3.

3.69
VIt —V1+22 | (l+z—-1—-2?)-(V1+z+1)
lim = lim =
e=0 14wz -1 =0 (V1+z+vV1+22) - (1+x-1)
1.(1—@-@ﬂ+x+1) 1-2 .
= lim = = 1.
=0 T+ 2+ 1+ 22 2
3.70 0. 3.71 0.
372 L 3.73 4.
2

3.74 Alkalmazzuk az u = v/22 + 1 — 1 helyettesitést. Ekkor 2% = u? — 1, s ezzel

ooVt +1-1 . u-—1 , u—1 , 1 1
lim ————— = lim = lim =lim—-"—-—=—.
z—0 2 umlyd =1 wsl(u—1)- (uw24+u+1) ws1uw?4+u+1 3
1
3.75 —. 3.76 i
2 \/5
1 3
3.77 —. 3.78 —.
4 2
> 3.80 5
3.79 —. . .
3
3.81

. sinmx . sinmx mx m m
lim = lim — =1 = —
z—0 nI x—0 mx nx n n
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3.82

3.83

3.84

3.85

3.86

3.87

3.88

3.89

3.90

sin ax sinax

I sinam_l' ax - = _ 4y w a1 a
250 S0 b _arlg(l)w-% b xlgtl)% b1 b
in(2 in(2 in(2 2
sin(22) = lim sm( z) = lim(cos(x)) - Sl,n( 2) =1--=2.
=0 tg () z—0 Sm((z)) =0 sin(x) 1
1.

. l—cos(x) . (1—=-cos(z))-(1+cos(x)) .. 1 — cos?(x)
lim ————= = lim = =
20 x? 20 22 - (1 4 cos(x)) 2—0 22 - (1 4 cos(x))

, sin?(x) sin(z)\ > 1 1
= lim = lim . = =
=0 22 - (1 4+ cos(z)) =0 x 1+ cos(z) 2
1
5.
lim [ — 11 i [ — I C?s(x)  lim 1 —'cos(x) _
=0 \ sin(z)  tg(z) =0 \ sin(z)  sin(z) z=0  sin(z)
:hml_cos(x).x. '.T :1.0.1:
z=0 2 sin(x) 2
1
5
—1.
. 1—Jcos(z?) 1 — cos(z?)
lim ——— = = lim =
2>0 1 — cos(x) #=0 (1 — cos(x)) - (1 + y/cos(z3))
1 — cos(z?)
3)2 1 1 1
z—0 1 — COS(I’) 1+ COS(Qfg) 3 2
22
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3.91 1 3.92 -3
2
3.93
r—sin(2z) x—%ﬂx _
220 T +sin3x  1-0 x—i—%-&n N
sin(2x)
b Ty P 1-1-2 1
e 1_I_sin?)ac.g T 141-3° 4
3x
3.949
3.95
lim 2sin(z) — sin(2z) — lim 2sin(z) — 2sin(x) cos(x) _
z—0 ;L’3 x—0 Qj3
lim 2. S0 1_“;8(”3) _91.io
z—0 €T €T 2
3.96 2
3.97
x . T x . I
cos — — sin — cos — — sin —
. 2 2 _ 1 2 2
lim —=——% = lim = - =
=3 cos() T3 cog2 = — sin? =
2 2
1 1
lim T T = T 7 =1
7% cos — + sin 5 cos 5 + sin 5
3.98 1

3.2.3. Fiiggvény derivalas
3.99 f/(z) =122* — 2z.
3.100 f'(x) = 3x?-sin(z) + (z° — 3) - cos(x).

_ 32%(z* + x + 1) cos(z) — (2 + 3)[(2x + 1) cos(z) — (2? + z + 1) sin(x)]‘

3.101  f'(x) (22 + & +1)2 cos?(x)

3.102 f(z) = sin(x) - sin(z) tehét

f'(z) = cos(x) - sin(x) + sin(z) - cos(z) = 2sin(z) cos(z) = sin(2z).
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3.103

3.104

3.105

3.106

3.107

3.108

3.109
3.110

3.111

3.112

3.113

3.114

3.115

3.116

3.117

f'(z) = cos(x?) - 2.
f'(x) = (22 — 5) cos(z* — bz + 8).

f'(z) = 6(x* — 62 +1)°- (42 — 6)tg 1 (2! — 62 + 1)6.

x z?cos? 1
f/(x) _ —473 Sin($4) . (2 + Sin3 l‘) _ SCOS(.IA) SiIlQ(Z') . COS(CE’)
(2 + sin®(z))2 :
2tg (22 Apto (22
fl) = 2B, driela)
cos?(z?) cos?(x2)
1+ 27 1+ 22 2(xtg 2w — Ltz
f/(m)zgsiDQ( R )'COS( T2 ) (I’g 33'2 C0522z)
tg 2z tg 2z tg 227

f'(z) = 105G . In 10 - cos(z?) - 322 = 3(In 10)22 - 105" . cos(a?).

fl(z) = —2ze".

f(x) = 7@ Ing - cos(x).

ol

f(z) = 2% tehdt f'(z) = gl’ |

oy - S
[ PR S S S
G Car
ooy 1 x2—1 ﬁ-(xQ_l)—Qm(l-thgx)
F@ =3\ T } 2 1) _
) ASmCr)cos(2n) e
o= 2\/lg(1 + sin? 2z) - In(10) (1 + sin® 2z)
sin 4x »
- V1g(1 + sin? 22) - In(10) - (14 sin®2z).
f’($) = Ch[x3 — ln(x + 7)] . (31.2 _ - i 7).
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1

2x

V(1 +2?)(1 —2?)3

=0.

3.118 () = ————.
(@) chx —shz
5. 25arcsinx .1n?2
3.119 "(z) = .
T==—r==
1
3.120 (1) = ——.
f1o) = ———
1 1 1
3121  f'(z) = : - .
\/(\/1’—‘1‘1)2—1 2vr +1 W2+ x
1 1
3.122 Mivel ar th (z) = = 1In e , ezért
2 11—
2 1 x n 1+$2 2
eor the? _ o3t _ JMyise e = fl(z) =
1 — a2
1 1 1 1
3123 ()= —— = (=)
/ (ff) 11 ( /o \3/5)10 < 3) (\3/5)2
3.124  Derivaljuk mindkét oldalt: 2z 4 2yy’ = 0, innen: y' = L
Y
3.125  Derivaljuk mindkét oldalt:
cos(x) cos(y) + ¢ sin(x) sin(y) v cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)
cos?(y) cos?(x)
Innen:
cos(z)  sin(z)sin(y)
,_ cos(y) cos?(x)
v = sin(z) sin(y) =~ cos(z) cos(y)
cos?(y) cos?(x)
3.126  Derivaljuk mindkét oldalt:
32° 4+ 3y*y' — (3ay + 3axy’) = 0.
a-y—a?
Innen atrendezéssel: y' = ————.
y? —ax

cos Y

3.127 =
Y 2sin2y + (x — 1) siny

27



3.128 Vegyiik mindkét oldal logaritmusét: zln f(x) = f(z)Inz.

f@) = feme+ 1

T

Derivéaljuk mindkét oldalt: In f(x) +
f(x)

Innen azt kapjuk, hogy
f(2)? —zf(x)In f(x)

22 —zf(x)lnz

() =

Lo 1
3.129 f(x)_1+—f(m)2.

3.130 Mindkét oldalnak a logaritmusét vessziik: In f(z) = (1 — 2)In(1 + z). Aztédn —
mint implicit fliggvényt — derivaljuk:

1, 1—2z
- = —1In(1 .
@) = =)+
Innen atrendezéssel azt kapjuk, hogy
1—2z
() = (1+z)""- —In(1 :
Fla)=0+2)" ({7 ~n(l+2)
3.2.4. Taylor polinomok
3.131 A Taylor polinom képlete szerint:
f/ e f// e f/// e f(4) e
Ty(z) = f(e) + #(as —e)+ %(m —e)? + %(ﬂf —e)® + %(w —e)t.
A fenti képletbeli szamitasok: f(e) =Ilne = 1. A derivalt
1 1
1oy — & o) — =
Fa)=1, fle=1
1 1
f//(x) — _ﬁ7 f//(e) — ?,
2 2
f///(x> — ;’ f///<e> — g,
2 6
4 _ 40, —
fOw)y === f=-7
fgy a keresett polinom:
_ [N STy [V S B!
Ty(z) =1+ e(:z: e) 5oz (x —e)* + 55 (x —e) 1o (x —e)



3.132

Ty(z) = €*[1 + %(m —-2)+ %(x —2)%+ —'(x —2)%+ —'(x —2)4]
3.133
Ty(r) = 1+ 2o~ D)+ @ — 27 + Dz~ 1)
3.134 f(z) = sin(z), f(%) - %
oy S
fllz) = cos(z),  f(7)= 7
f'@) = =sin(a),  f'(5) = _%.
F@) = —eost@). 1"(5) = —=.
Tehat a keresett polinom:
1 1 i 1 T.o 1 T3
Ta(x):—z' +F($—Z)—5($—Z) —g(lﬁ—z)
3.135
2 Ty(x) = sin(3) + 3‘3018!@)( o3 Si;!l(?’)( _y2
3 C;S(S) (x o 1)3 + 3 Szl(?’) ($ - 1)4

3.136  f(z) = 2% —62% + 11z — 5, f(2)=1.
f'(z) = 3z* — 122 + 11, f(2)=-1
f"(x) = 6x — 12, f"(2)=0
f(x)=6,  ["(2)=6.
Tehat a keresett polinom:
Ts(x) = f(2) + @(x —2)+ L(Z)(x —2)% + L@)(x —2)3 =

1! 2! 3!

1 6 3 3
zl—ﬂ(x—2)+§(x—2) =(x—-2)0°—(x—2)+ 1
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Megjegyzés: Mivel az n-ed foku polinom megegyezik barmely helyen felirt n-edfoku
Taylor polinomjaval, ezért

2* —62* + 1l —5=(r—2)>— (2 —2)+ 1.
Természetesen ez az azonossag elemi iton is ellendérizheto.
3.137
T(x) = 7+29(x—1)+76(x —1)>+110(x — 1)* + 90(z — 1)* +
+ 39(z —1)° + 7(z — 1)°.

3138 Ti(z)=6+5(x—1)+ (z—1)2+4(x — 1) +4(x — 1)* + (x — 1)

4 2
3.139 Ty(x) =142z + 227 + §x3 + §x4.

3.140 f(z) = %sin&v, f(0) =0.

f(x) = ;cos 3z, f(0) = g

2

f(x) = —% sin 3z, f70)=0

33 33
f"(x) = —— cos 3z, f70) =——
2 2
34
fO(z) = 5 sin 3z, f@0)=0
3° 3°

fO(z) = 5 Cos 3, fO0) = =

6
fO(z) = —% sin 31, f©(0) =o.

Tehat a keresett polinom:

PO) PO s F0) s L FO0) L SO0) ,  f90)
Ts(z) = f(0) + TR z? + 30 z® 4 1 r* + g z° + o 28 =
3 33 35
2 0 _ o7 0 3° O
04+ 24— 23 A 25 6
=04 Jot o+ et 4t Zat gl =
1 9 5 81 4
= 2[3:1; 2l’ + 40x ]

3.141  Ty(x) = Ty(z) = 1 — 222 + ot
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3.142 f(z) = arctguz, f(0)=0
1

! !
= — O =
2z
f(z) = _(1 + 22)2’ f"(0)=0
mo oy 2142 —8z*(1+4a%)  62*—2 ") = 9
Tehat a keresett polinom:
2 4 3
T3(3§'):x—5$ =% 5
3.143
2 3 ZE4 "
— D T n+1
T.(z)=x 2+3 4—1— +(—1) -
3.144
a ala—1) ala—1)(a—2)
—1)...(a— 1
N ‘”+Oz(04 ) '(a n+ )x”:
n!

(1) (8) e () g (i)

3.145 A felirt polinom hatod fokunak is tekintheto, ezért az elkovetett hiba

f1©) 7| _ I—cos(@lal"] _ 1 1 -3
R = |—=—1'| = < < <5-10
Bo(w) = | = 5040 5040 ~ 5000 ’
mert | — cos(§)| < 1 barmilyen £ esetén, és a 0 < z < 1 feltevés miatt |z| < 1.

Ha tehat a 0-tél 1 radidnig (= 57,3°) terjed6 szogek sinusat az el6bbi 6todfoki
polinommal szamitjuk ki, akkor a hiba 2 tizezrednél kisebb.

3.146 Az e szam két tizedes jegy pontossaggal valé megkozelitése azt jelenti, hogy megk-
eressiik a két tizedes jeggyel felirt tizedes tortek halmazabdl azt az elemet, amely
az e szamhoz legkozelebb esik. Ez a halmaz: {k-0.01 | k € Z}. Mivel két ilyen
szomszédos tizedes tort tavolsdga 0,01, ezért célszertinek tiinik, hogy az e szamot

1
elészor — - 0.01 = 5 - 1073 pontossaggal kozelitsiik meg racionalis szdimmal, majd

ebbdl probaljuk meg kikovetkeztetni, hogy az emlitett "szazados” skalan melyik
elem esik hozza legkozelebb.
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Az e szamot az f(z) = e* (x € R) fiiggvény x = 1 helyen vett helyettesitési értéke
adja. Ezért a feladat most olyan n € N keresése, melyre

le = Tu(D)] = [f(1) = Tu(1)] <5-107%.

A Taylor-formulat x = 1 esetén alkalmazva kapjuk, hogy van olyan 0 < £ < 1
szam, melyre

n (n+1) es
f(l)—Tn(l) :f(l)_Z%:]Ean)f!)'ln—H:m > 0.

A £ < 1, e < 3 becsléseket alkalmazva kapjuk, hogy

et el 3

0</O =L =T~ vt Dl

(3.1)

ezért elég megoldani a

3 -3

egyenlotlenséget. Ez az egyenlotlenség egyenértékii azzal, hogy
(n+1)! > 600,

amibol kiolvashatd, hogy n > 5. Nézziik tehat pl. az n = 5 esetet:

1 1 1 1 1 815

Rendezziik at az (3.1) becslést:

T.(1) < f(1) < T,(1) + CEIk

majd alkalmazzuk n = 5-re:

2,716666 --- < e < 2,716666 - - - + % = 2,72083333. ..

Ebbdl mar lathato, hogy a "szazados” skdlan az e szamhoz a 2, 72 tizedes tort esik
legkozelebb, tehat az e szam két tizedes jeggyel felirt kozelito értéke: 2, 72.

3.2.5. Hatarérték meghatarozasa L’Hospital szaballyal
3.147

sin 3x . 3 cos3x

im — = lim —_—
0 0o —2

= gox = cos? b

) 9
_}:IL%S cos 3x cos” b = R
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1
3.148 § 3.149
3.150 1.
3.151
et —et =22 et +e -2 et —e* ef +e”*
lim . =lm———=lm———— =lim ——— =
=0 x — sin(x) 20 1 —cos(z)  2—0 sin(x) =0 cos(x)
3.152 2. 3.153 1.
3.154 0. 3.155 e—1.
3.156
1 1
lim i = lim —%— = lim M = lim cos(z) - =1.
20 Insin(z)  z—0 095((9”)) z=0x cos(x) z—0cos(x) — wsin(r)
3.157 0.
3.158
sin ¢ —Z) .cosd
limx-singzlim 1mzlim( ’32)1 z2 =
i a
= lima-cos— =a-cos0=a
T—00 x
3.159 1. 3.160 -
3
3.161 0.

3.162

us
2 r—r

lim (sin(z))® @ = lim e(t8 @) (nsin(@) — 0 — 7
=% 3

Itt felhasznaltuk, hogy

cos(x)
In si -
lim (tg (z)) - (Insin(z)) = lim HSL(@ — lim sin(z) _
xﬁg PN Ctgw xﬁ% 1
sin? x

= Ih_l)]%(— sin(z) cos(x)) = 0.
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3.163 1. 3.164 1.

3.165 1.
1
3.166 62. 3.167 _.
€
3.168 oo. 3.169 oo.
3.170 1. 3.171 e

3.2.6. Sikgorbe érintdje
3.172 Az érint8 egyenlete y — y(xo) = v/ (xo)(x — x0).

Példankban zy =1, y(1) =2, ¢/(1) = 1.
Az érint6 egyenlete y = (r — 1) + 2 azaz y = = + 1.

1
3.173 Az érint6 egyenlete y = —x Az x tengelyt ott metszi, ahol y = 0. Ebbdl x = 0.
e

Az érint6 az origon megy keresztiil.

3.174 Az érintd irdnytangense ¢/ megegyezik az egyenes meredekségével. 3 = —L— =

cos? x

2.

I (2) = £ +2 4k

nnen cos(xr) =+—, v =+— + km.

V2 4

Tehét a keresett pontok: Pk(% + km; 1), Qk(—g + km; —1) (k€ Z).

3.175  P(—2,1530) ; Py(2,1522). 3.176  Th = 2a.
- , 1 o T 1 e
3.177 A normalis meredeksége m = —— = —cos® — = ——. Innen az érintd egyen-
y’(z) 4 2
lete:

P
y= 5t 8

3.178 Keressiik meg elészor a jelzett pontokat. Az x = 1 értéket beirjuk a fiiggvénybe:
> —3—4y+3=0. Innen y(y*>—4)=0.

Harom értéket talalunk: y; = 0, yo = 2, y3 = —2, ezért a megfelel6 pontok

Pi(1,0), Py(1,2), Py(1,—2).
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A derivalt

—6x — 4y 6z + 4y 3 7 1
,:— — /P _ —— /P = — /P = ——.
Yy 33/2—4.1' 3y2—4x’ y( 1) 9’ y( 2) 4’ y( 3) A
Brinté egyenesek:
3 7 1
=——(z—1 —2=—(x—-1 2=—(xz—1).
Normaélis egyenesek:
2 4
y:§(x—1), y—2:—?(x—1), y+2=4(x—1).
3.179 = 2? — 2x, ezt felhasznilva:
1

a) z?—2z =0, amib6l z = 0 vagy © = 2. A keresett pontok: P;(0, 1), P(2, _5)

b)  +45°o0s bezart szog esetén az érinté meredeksége 1,
ezért megoldandé az 22 — 2z = 1 egyenlet. Ennek gyokei 27 = 142, 5 = 1 —+/2.

g% QQ(l - \/_7 é + £>

1
Tehét a keresett pontok: Q;(1 + v/2, 3 3

3.2.7. Széls6érték szamitas

3.180 A fiiggvénynek lokélis szélstértéke ott lehet, ahol az elsé derivalt zérus. Ha ezen
a helyen az els6 el nem tiind derivalt paros rendii, akkor van lokdlis széls6érték.
Ha ez a derivalt az adott pontban pozitiv, akkor lokalis minimum van, ha negativ,
akkor lokalis maximum van.
y = x® — 12z, ezért y = 322 — 12 és " = 6.
y' =0 ha 2? = 4, azaz v = £2
y"(2) = 12 > 0, lokdlis minimum van y(2) = —16.
y"(—2) = —12 < 0, lokdlis maximum van y(—2) = 16.

3.181 y = (42° — 22%)e ™ = 23(4 — 222)e ™™
Mivel e~** mindeniitt pozitiv, y’ = 0 akkor lehet, ha z; = 01ill. 25 = V2, 3 = —/2
y" = (122% — 182" + 42%)e ™
y"(0) = 0, tehat ezt a helyet tovabb kell vizsgdlni.

16
y'(V2) = ' (—V2) = —— < 0, tehdt ezeken a helyeken a fliggvénynek lokalis
e

maximuma val.

35



Vizsgéljuk az x = 0 helyet.

y" = (24x — 962° + 602° — 827)e ™" y/”(0) = 0

y™) = (24 — 33622 + 4922 — 17625 + 162%)e ™’

y™)(0) = 24 > 0, tehét a fiiggvénynek az = = 0 helyen van lokélis széls6értéke:
lokdlis minimuma van.

x1 = 0-nal 4,,;, =0

4
To = V2 és r3 = —V2-1él Ypazr = —-
e

Megjegyzés: természetesen kereshetjiik a lokalis szélsoérték helyeket a fiiggvény
monotonitasanak vizsgalataval is.

3.182 a) f monotonitasat vizsgaljuk, s ebbél kovetkeztetiink a keresett szélséérték he-
lyekre. A derivalt f'(x) = 3x? — 18x + 15, melynek zérushelyei: z; = 1, zo = 5.
Ennek alapjan a fliggvény monotonitasa:

— a (—o00, 1] intervallumon: szigorian né,

— a [1, 5] intervallumon szigorian csokken,

— a [b, +00] intervallumon. szigordan né.
Emiatt az = 1 helyen lokalis maximuma van, melynek értéke: 4, és az x = 5
helyen lokalis minimuma van, melynek értéke: —28.
b) A [0, 2] intervallumon vegyiik figyelembe, hogy f a [0, 1] intervallumon szigorian
nd, az [1,2] intervallumon pedig szigorian csokken. Emiatt abszolit maximuma
az x = 1 helyen felvett f(1) = 4, abszolit minimuma pedig min{f(0); f(2)} =
7(0) = 3.
A (0, 2) nyilt intervallumon - a monotonitas alapjan - az x = 1 helyen van abszolut
maximum, abszolit minimum pedig nincs.

3.183 Lokalis széls6értékek: f(x)mar = —2, ha o = —1és f(x)min = 2, ha z = 1.

1
Abszolut szélsoértékek [57 2]-n: abszolit minimum x = 1-nél 2, abszolit maximum

= —nél és z = 2-ndl =
xr 2[1@ eSs T HQQ

1 1
3.184 Lokalis szélsbérték: f(z)mm = —=—, ha z = —.
2e Ve
1
Abszolut szélséérték (0; 1]-en: abszolit minimum x = —=-nél ——, abszolut max-

Ve

imum x = 1-nél 0.
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3.4. dbra. 3.185 feladat

3.185 Jeloljitkk a négyszog alapjat z-el, magassagat m-el, akkor a teriilet T = x - m.
Ekkor 2° + m? = 4R?, ahonnan m = V4R? — 22.Igy T = x - V4AR? — 22.
A kapott fiiggvény maximumat kell keresniink. Egyszerisitést jelenthet, ha a
teriilet-fiiggvény helyett annak négyzetét tekintjiik. 72-nek ugyanott van maxi-

muma, ahol T-nek:
T? = 2*(4R* — 27).

A maximélis teriileti négyszog négyzet, és x = m = V2R. T = 2R2.

3.186 Legyen a henger sugara r, magassaga m.

V =r?mm

4
Vmaz = \/_R37T ha r = f m =

3.187 Legyen a kup alapkorének a sugara r, magassaga m. Vezessiik be az abran jelzett
z-et.
Ezzel a kip sugara és magassaga is kifejezheto.
v r’mm
= : 3
vz§u¥—ﬁx3+@
32 4 2V/2

max — h = 3 __R
V, 8R7r am BRT 3

1

P =R*— 2> m=R+z.

3.188 r=m =

§'
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3.5. dbra. 3.186. feladat

3.6. dbra. 3.187. feladat

2a + 2x
2

3.189 A feladat megoldasaban segit az abra: T =
© = 60°.

m = (a+x)m

2v3 2 h
3.190 A feladat megoldasaban segit az dbra: V., = —\/_Wh3, har = \/jh, m=—.
27 3 V3

3

3.191 A feladat megoldasaban segit az abra: ., = (a% + b%) 5, ha tga = ¢

> e
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3.7. dbra. 3.189. feladat

3.8. 4bra. 3.190. feladat

3.192 P(2,+4).

3.193 Egy o6ra alatt a hajé v — ¢ km-nyi utat tesz meg felfelé. Ez alatt a fogyasztasa
E = av® (a konstans ardnyossagi tényez8). A D koltséget az egy km megtételéhez
felhasznalt energiaval mérhetjiikk. A hajozas akkor a leggazdasiagosabb, ha egy km

ut felfelé valéo megtételéhez a legkevesebb energia sziikséges.
3
koltségfiiggvény minimuma adja. A leggaz-

A koltség minimumét a K = a
v—c
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2

—_—

i

T ——
=

X b

3.9. dbra. 3.191. feladat

3
dasdgosabb sebesség: v = 3¢ km/h.

3.194 Minimalis tavolsag esetén a; = ap.

3.195 Maximalis teriilet 5000 m?, ekkor @ = 100 m, b = 50 m.

A minimalis teriilet 0 (egyenes vonal).
3.196 Jelolje (x,y) az ellipszis egy pontjat. Ekkor P és (x,y) tavolsaga:
d=+/(r =17+ (y - 0).

Ennek minimumét és maximumat keressiik a 422 + 9y* = 36 feltétel mellett.

Nyilvanvald, hogy d és d? szélséérték-helyei ugyanott vannak, ezért d? szélséérték-
helyeit fogjuk keresni. A feltételi egyenletbdl kifejezziik y2-et, majd behelyettesitjiik
d? képletébe:

36 — 42?5

= 2> —22+5

B = (o= gt = (- 1 =

)
Keressiik tehat az f(z) = §x2 — 2z + 5 fiiggvény abszolit szélsértékeit a [—3, 3]
intervallumon. A [—3, 3| intervallumhoz gy jutunk el, hogy a feltételi egyenlet
atrendezésével 9y% = 36 — 422, amibdl 36 — 422 > 0, azaz —3 < z < 3 adddik.
Weierstrass tétele alapjan tudjuk, hogy a keresett szélsoértékek 1éteznek.

10
Keressiik meg a derivalt zérushelyét: f'(z) = gx — 2 = 0, ennek egyetlen

9 ,
megolddsa © = v Ez benne van a [—3, 3| intervallumban. Igy:

minf =min{ £ (3 7(-3), 13)} =min{ T 4.2) = =1 (2)
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max f — max {f (g) F(=3), f(S)} _ max{%, 4 2} _4— f(=3)

9 8 9 8
Ennek alapjan a P-hez legkozelebbi pontok (2 ilyen van): A1<5= 3> s AQ(g, ——

o),

a legtavolabbi pont pedig B(—3,0).
3.197 A héz oldalainak hossza 100 m és 50 m.

r 2r
3.198 A maximadlis teriileti téglalap oldalai — és —. A minimadlis teriiletd téglala
g p \/§ \/§ g p

a degeneralt eset: egyetlen vonal.

3.199 Legyen f(z) a bevétel, ha = utas van. A 200 folottiek szdma = — 200, ezért a
jegyek ara ennyivel csokken, tehat darabonként 30.000 — 100 - (z — 200). Ezért az
Osszes jegy ara:

flz) = x(3o.ooo —100(x — 200)> — 50.000z — 100>
Az f'(z) = 0 egyenlet megolddsa x = 250, igy a potencidlis szélséérték helyek:
x =200, x = 250, x = 350. A megfelel6 fiiggvényértékek:
£(200) = 600.000, f(250) = 625.000, f(350) = 525.000

Maximalis a bevétel 250 utas esetén, és minimalis 350 utas esetén. (A feladat
csupan elméleti...)

3.200 Négyzet.

3.201 Az egész drétbdl kort hajlitunk.

3.2.8. Fiiggvényvizsgalat
A fiiggvényvizsgalat soran a f6 kérdések az aldbbiak:
1. értelmezési tartomany
2. zérushelyek
3. a fiiggvény viselkedése az értelmezési tartomany hatarain (hatarértékek)
4. novekvo és csokkeno szakaszok, szélsdérték
5. konvex és konkav szakaszok, inflexiés pontok

6. grafikon felvazolasa, értékkészlet
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3.202 Ertelmezési tartomdny: r € R, x > 0.
A zérushelyeket az 22 Inx = 0 egyenlet megolddsdval kapjuk: z = 1.

Hatdrértékek: lim z?Inz = 0 (L'Hospital-lal), lim z?Inz = +oo0.
z—0 T—r+00
1
Monotonitds, szélséérték: f'(x) =2xlnz+2*-— =z-(2Inz +1). Ennek egyetlen
x

2 b

NG

A derivaltfiiggvény elGjelének vizsgdlataval az alabbi kovetkeztetésre jutunk:

zérushelye van: x = e

1 1 1
fa {O, 7] intervallumon csokken, az [— —|—oo) intervallumon n6. Az x = —
e

7

1 1
helyen abszoliit minimuma van. A minimum értéke: f (—) =

)

2
Konvezitdas, inflexids pontok: f"(z) =1-(2lnx+1)+x-— = 2Inz + 3. Ennek
x
1

~G

1" eléjelének vizsgdlataval az aldbbi kovetkeztetésre jutunk:

fa {o,

=

egyetlen zérushelye van: z = e=3/2 =

] intervallumon konkav, az {— —I—oo) intervallumon konvex. Az

eVe eve'

x = ——= helyen inflexiés pontja van.
eve

A fiiggvény grafikonja:

sOF
50 F
40F
a0
20f

lop

3.10. abra. 3.202 feladat

. 1
Ertékkészlet: Ry = [—2—,+oo).
e

42



3
3.203 f(=1) : maximum, f(4) : minimum, f <§> : inflexid.

3.204 Ertelmezési tartomdny: Dy = R, a fiiggvény paratlan.

A zérushelyeket az % = ( egyenlet megoldasaval kapjuk: x = 0.
x

T

Hatdarértékek: lim = lim
z——o00 1 + 22 r—4oo 1 4+ 22

1-(1+2%) —z-2 1—a?
Monotonitds, szélséérték: f'(x) = ( g‘j_k)f T i x2)2. Ennek zérushe-
x x

lyei: z1 = —1, x5 = 1.
A derivaltfiiggvény elGjelének vizsgdlatdaval az alabbi kovetkeztetésre jutunk:

f a (—oo, —1] intervallumon csokken, a [—1, 1] intervallumon né, az [1, +00) in-
tervallumon csokken. Az x = —1 helyen lokalis minimuma, az x = 1 helyen lokalis

1
maximuma van. A lokdlis minimum értéke —5 a lokalis maximum értéke 3

:2x-(x2—3)

427 Ennek harom zérushelye van:

Konwvezitas, inflexids pontok: f"(x)

T = — 3,x2:O,x3:\/§.

f" eléjelének vizsgalataval az aldbbi kovetkeztetésre jutunk:

fa (—oo, —\/ﬂ és a [O, \/§] intervallumokon konkav, a [—\/g, 0} és a [\/5, +oo)
intervallumokon konvex. Az z; = —v/3, 2o = 0, z3 = v/3 helyeken inflexiés pontja
van.

Aszimptota az x-tengely. A fliggvény grafikonja:

45 ."/\
{
/

3.11. 4dbra. 3.204 feladat

, 11
Ertékkészlet: Ry = {—5, 5} Az x1 = —1 helyen abszolit minimuma, az x, = 1
helyen abszolit maximuma van.
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3.205

3.206

Ertelmezési tartomdny: Dy =R\ {0}, a fiiggvény pératlan.

1
A zérushelyeket az x + — = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk. Ennek az egyen-
x

letnek azonban nincs valés gyoke, tehat a fiiggvénynek nincs zérushelye.

Hatarértékek: lim f(x) = —oo, lim f(z) = +oo, lim f(z) = —o0,
r—r—00 T——+00 r—0—
li = :
r? —
Monotonitds, szélséérték: f'(x) = ——5—. Ennek zérushelyei: 7; = —1,2, =
x

1.
A derivaltfiiggvény elGjelének vizsgalataval az aldbbi kovetkeztetésre jutunk:

f a (—oo, —1] intervallumon né, a [—1, 0) intervallumon csokken, a (0, 1]
intervallumon csokken, az [1, +00) intervallumon né. Az z = —1 helyen
lokalis maximuma, az x = 1 helyen lokalis minimuma van. A lokalis maximum
értéke —2, a lokalis minimum értéke 2.

2
Konvezitds, inflexids pontok: f"(x) = —. Ennek nincs zérushelye.
T

f" el6jelének vizsgalatdaval az alabbi kovetkeztetésre jutunk:

[ a(—o0, 0) intervallumon konkav, a (0, +o00) intervallumon konvex. Inflexiés
pontja nincs.

Aszimptota az y = x egyenes. A fiiggvény grafikonja:

-1 Ul—

—-15F

1
3.12. dbra. f(z) =14 —
x

Ertékkészlet: Ry = (—oo, —2] U[2, 400). Abszolit szélséértékei nincsenek.

Ertelmezési tartomdny: D s =R, a fiiggvény péros.
Zérushely nincs, mivel barmely z € R esetén e > 0.

Hatarértékek:

. 2 . 2
lim e ™ = lim e™* =0.
T——00 T—r+00
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Monotonitds, szélséérték: f'(x) = e - (—2x). Ennek egyetlen zérushelye
van: r = 0.

A derivaltfiiggvény el6jelének vizsgalataval az aldbbi kdvetkeztetésre jutunk:
f a (—oo, 0] intervallumon né, a [0, +00) intervallumon csokken. Az z = 0
helyen abszolit maximuma van. A maximum értéke: f(0) = 1.

Konvegitds, inflexids pontok: f"(x) = 2e~*" - (222 — 1). Ennek két zérushelye

V2 TR

f" el6jelének vizsgalatdaval az aldbbi kovetkeztetésre jutunk:

1 1 1 1
fa (—oo, ——} és az l—, —|—oo) intervallumokon konvex, a l }

van: r; = —

V2 V2 V2 V2

intervallumon konkéav. Az z; = — helyeken inflexids pontja van.

1 1
—, To = ——
V2T V2

A fiiggvény grafikonja:

/o

3.13. dbra. f(z) =e7"

Ertékkészlete a (0, 1] intervallum.

3.207 Dy : {z € R/{-1}}; f(0) = 0 : minimum, f(—2) = 4 : maximum, inflexié
nincs, aszimptotdja az y = r — 1 egyenes.

A (—o0, —2) és (0, +00) szakaszokon novekvo, (—2, —1) és (—1, 0) szakaszokon
csokkend.

Ry {0< f(z) < —4, f(z) > 0}

3.208 Ertelmezési tartomdny: Dy = R.
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Zérushelyek: az e” - cos(x) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk, hogy

xzzk:g—i-knr (keZ).
Kapcesolat az exponencidlis fiiggvénnyel: az e”-cos(x) = e” egyenlet megolddsé-
val kapjuk, hogy cos(x) = 1, azaz © = x = 2kn (k € Z). Konnyt kisza-
molni, hogy az x, pontokban f és e derivaltja azonos. E két Osszefiiggés
azt jelenti, hogy az x;, pontokban f grafikonja érinti az x — e* fiiggvény
grafikonjat.
Hasonldan, az €” - cos(x) = —e” egyenlet megolddsaval kapjuk, hogy az y, =
(2k + 1)m (k € Z) pontokban f grafikonja érinti az = — —e® fiiggvény
grafikonjat.
Szemléletesen: f "be van szoritva” e® és —e® kozé.
Hatarértékek: Mivel —e® < f(x) < e*, ezért lim f(x) = 0. A +oo-ben
T——00

viszont f-nek nincs hatarértéke, mivel

li =lim0=0, é I = lim **" = +c0.

S = B 0=0 & D Sl = i e = oo
Monotonitds, szélséérték: f'(x) = e*(cos(x) — sin(z)). Ennek zérushelyei:
v="1kr (ke

4
A derivaltfiiggvény el6jelének vizsgalataval az aldbbi kdvetkeztetésre jutunk:
5 5 9
fa [% + 2km, Iﬁ + 2k | intervallumokon csokken, a Zﬁ + 2km, Iﬁ + 2km

intervallumokon né (k € Z).

Az x = T + 2k helyeken lokélis maximuma, az x = %T + 2k helyeken lokalis
minimuma van (k € Z).

Konvezitas, inflexios pontok: f"(x) = —2e”sin(x). Ennek zérushelyei: x =
kr (k€ Z).

f" el6jelének vizsgalatdaval az aldbbi kovetkeztetésre jutunk:

f a [2km, (2k 4 1)x] intervallumokon konkav), a [(2k + 1)m, (2k + 2)7] inter-
vallumokon konvex, az © = k7 helyeken inflexiés pontja van (k € Z).

Vegyiik észre, hogy az inflexios pontok éppen azok a helyek, ahol az f "hozzaér”
az exponencidlis fiiggvényhez.

Ertékkészlete: Ry =R.
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