2. fejezet

Szamsorozatok, szamsorok



2.1. Szamsorozatok és szamsorok

2.1.1. Szamsorozat megadasa, hatarértéke

frjuk fel képlettel az alabbi sorozatok n-dik elemét! Vizsgdljuk meg, hogy a sorozat
monoton, korlatos, illetve konvergens-e!

2.1. 2.2.
1, 4,9, 16, ...
1 2 3 4
4’9" 16" 25
2.3. 2.4.
11 1
—-1, 2 1, ——, =, ——
Y Y 57 87 ) 27 37 47
2.5. 2.6.
-1, 1, -1, 1, -1, ... 0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; ...
2.7. 2.8.
32 T L2, 3 4
2 3 4 ) 37 ) 4’ ) 57

frjuk fel az alabbi, képlettel megadott sorozatok els6 néhany elemét! Vizsgaljuk meg,
hogy a sorozat monoton-e, korlatos-e, konvergens-e!

2.9. a,=3n 2.10. a,=(—-1)"
2.11. a,=2+4n 2.12 4. = _i
2. n >
_ an 1
2.13. a,=3 2.14. a. —
"o4n -1

Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét:

8 _
2.15 2.16] a =" )

an =2n? —Tn+4



_3n—4

2.17| a, =
R P 2.18
o —Tn+4
219 q,— -T2 2.20
I = 3 F o —8
Mm? — 4
921 aq = —Tmtd 2.22
3n2 +5n—8
.3 2
2.93 0 = n® + 10n° + 25
™ — b

2n? —Tn+4
ay = —————
3n3 +5n — 8
3n® +4n — 2
a, = —————
™® + 3n3
n®—1
a, =
n—+5

Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét:

2.24 a,=vVn+1-—n 2.25
2.26 a,=+vVn2+1—+vn2+n 2.27
2.28 a, =nvnt+n?—n? 2.29
230 a,=vVn?P+n+1—vn2—n+1
13_ _13
931 q -t (-1
(n+1)?+(n—1)
2)! 1!
232 q -t 04D 2.33
(n+3)!
1424+ ...
934] g, — - tn 2.35
n
9 27 3+l
2.36 W= — e 2.37
a 4+16+ +22n
1 e+ (2n—1
238 q = f3t - H0n-l) 2.39
2444 +2n
2.40 Ly L1
. an:_ [ -
1.2 2.3 n(n+1)
2.41
1 1 1
ap = + +

a,=vn+1—+vn-1
an = +/n(vn+1—+/n)
an = /1 +4y/n —/n—10y/n

a, =n(vn?—1-—n)

Syl
=9y on
142+ +n
Ap =
(n+1)(n+2)
. 14449+ 402

n3

1
2n—-1)2n+1)




3/n3 2 1 32
942 o, =Yt 243 q, = Y17
n-+1 n-+1

2.44 a, = V2" + 5" 2.45 a, = Vnb+2n

n3 + 2n? 23n+l 4 pd
2.46 n = {‘/— 2.47 L=
“ 32n 4+ T, a 8" 4 2

Vizsgaljuk meg, hogy konvergensek-e az alabbi sorozatok. Ha igen, akkor adjunk meg
olyan N = N(e) kiiszobindexet, melynél nagyobb indexii elemek (a szdmsorozatban) az
eloirt e-nal kisebb hibaval kozelitik meg a hatarértéket.

2.48 2.49
4 3
&”:5n+1 e=10"" o =Ty
n= " on 1
2.50 2.51
4 1
an = e=10" G, = —2 .10
7 —5n n (n + 1)2
2.52 2.53
a, = /2 e=10""1 a, = ! e=10"°
" - "o3n4 ]
2.54 2.55
3n? +1 4
_ — 10— 4
mw=Tg2 =10 an = 1] 25 e=10"
n
2.56
ond — 7
an n e=10"3

:3n5+n4—2n3—1

Vizsgaljuk meg, hogy alabbi, +oo-be tartd, sorozatokban milyen N = N(K) kiiszob-
indextol kezdve lesznek a sorozat elemei az adott K szamnal nagyobbak.

2.57 2.58

2 106 L=
ay =N K =10 @ NCES



2.59 2.60

5n
= K =10% 3"
3n+2 an = on+1

Qn

Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét.

2.61 2.62

2.63 2.64

2.65 2.66

2.67 2.68

K

= 10%

2n+3
an—(l—l—l) @ = n+2 an
n " n+3

2.69 2.70
3n—2
an:<2n+1> 30— 4
_ ap =
2n — 3 30+ 5
2.71 2.72
n + 1 3n+1
Un = (2 1> an = | 1+ !
n= " on 1
2.73 2.74



2.75 2.76

n- 2"
1 9 nt
‘ l+<2>] a”:( n2 )

2.77 2.78
nn+1
L — : 2. e 1
a CEEE anzl 2+ 3+3 +n(n+1)
n
Hatarozzuk meg az alabbi rekurziv sorozatok hatarértékét.
2.79 L@ 0 2.80 2 0
. Ap — — a, 1, ap = . p = ——, —
4 n—1 0 1 _|_ an_]_ 0
2
_ — 4
2.81 pi1 =2+ an, a9 =2 2.82 Apy1 = an: ; ap=1

2.1.2. Szamsorok Gsszege

Szamitsuk ki a kovetkezd sorok Osszegét.

> /2\" /K" )
2.83 Z(g) 2.84 Z(k2+1), k € R rogz.

n=0 n=0
2.85 f: 1 2.86 i 0
— n? + 3n — n? —hn
> 1 > 1
2.87 2.88 _
;%4712—1 n:1n3+3n2+2n
2. 4" 4 5 > 1
2.89 2.90 _—
nzg 32n ; n(n+1)

2.91 Irjuk fel kozonséges tort alakban az aldbbi tizedes torteket:

s =1.7972972 972 ... t=0.78 123 123 ...

Konvergensek-e az aldbbi végtelen sorok?



2.92

2.96

2.100

2.102

2.104

St
10n + 2

n=1

2.97

2.101

2.103

2.105

2.107

[e.e] 377/
2 i

n=1



2.108

2.110

2.112

2.114

2.116

2.117

2.118

2.119

2.109
>
nzln-Z”
>
n:1n~4”
2.113
§:1
:2n1n2n
2.115
1+n\?
1+ n?
i n+1—+n
vn

= (=D"(n+1)
; (n+2)(2n+1)

n=1

123 33 43 5

et St Sttt

3 32 33 3 3




2.120 2.121

(2
> sin &r i i

]{,‘ n=1 n
k=0 4
2.122
L ha k paratl
- T2 a k paratlan
Z ag ahol ap =
- 1
h=1 — ha k paros
k
2.123
— (=2)"(n? —n—+1)
2.124 2.125
i 1 i( D '
— n(n + 3) 2 ol
2.126
i (V2)"
“—~ (2n+1)!

2.1.3. Abszolut- ill. feltételes konvergencia

Vizsgaljuk meg, hogy az aldbbi végtelen sorok melyik tipusba tartoznak: abszolut kon-
vergens, feltételesen konvergens vagy divergens?

2.127 2.128




2.129

2.132

2.134

2.1.4.

2.136 | Képezziink sokszoget egy szabdlyos a oldali, T teriiletli hdromszogbdl a kovet-

2.130

n=0
1 1 +1 1 n
2 V2 3 3
2.133
> 1
1)
Z( >1nn
n=2
2.135

nm

Z 81117522 )

n=1

kezo rekurziv eljarassal:

Ismételjiik ezeket a lépéseket. Az igy kapott sokszog az tugynevezett Koch-gorbe.
Mennyi a Koch gorbe keriilete és teriilete?

VIREAEIE

2.1. abra. A Koch gorbe konstrukciéjanak 1. - 5. lépése.

1. Osszunk minden oldalt 3 egyenl6 részre.

10

Alkalmazas: Geometriai feladatok

2. Minden kozépso oldal szakaszra illessziink szabdlyos haromszoget.



Egységnyi teriiletii szabalyos haromszogbe beirjuk a kozépvonalai altal alkotott
haromszoget. Ezutdn vessziik az eredetivel egyallasu részeket es azokba is beirjuk
a kozépvonalai altal alkotott haromszogeket. Ezt rekurzivan ismételjiik. A kapott
alakzat a SIERPINSKI haromszog.

A kozépvonalak altal alkotott haromszogek osszteriilete hanyadik iterdacié utan ha-
ladja meg a 175/256 értéket?

Mennyi a kozépvonalak &dltal alkotott haromszogek teriileteinek Osszege?

v & & A

2.2. abra. A Sierpienski haromszog konstrukcidjanak 1. - 5. 1épése.

11



2.2. Megoldas. Szamsorozatok

2.2.1. Szamsorozat megadasa, hatarértéke

2.1 A sorozat monoton névé (s6t: szigortian monoton néve). Alulrdl korlatos, felilrdl

nem korldtos, tehat nem korldtos. Tovabbd divergens, +oo-be tart. a, = n?.

2.2 A sorozat monoton fogyd, (s6t: szigorian monoton fogyd). Alulrdl is és feliilrdl is
n

korlatos, tehat korlatos. Tovabba konvergens, hatarértéke: 0. a,, = W :
n

2.3 A sorozat monoton névo (sét: szigordan monoton nové). Alulrdl korldtos, feliilrél
nem korlatos, tehat nem korlatos. Tovabba divergens, +oo-be tart. a, = —4+3n.

2.4 A sorozat nem monoton. Alulrdl is és feliilrdl is korlatos, tehat korlatos. Tovabba
1
konvergens, hatarértéke: 0. a, = (—1)"T!. =,
n
2.5 A sorozat nem monoton. Alulrdl is és feliilrdl is korlatos, tehat korlatos. Tovabba
divergens, hatarértéke nincs. a, = (—1)".

2.6 A sorozat monoton névo, (s6t: szigorian monoton néve). Alulrdl is és felilrdl is
korlatos, tehét korlatos. Tovabba konvergens, hatéarértéke: 1. a, = 1 — 10~(+1)

2.7 A sorozat nem monoton. Alulrdl is és feliilrdl is korlatos, tehat korlatos. Tovabba
2n —1
divergens, hatérértéke nincs. a, = (—=1)"* . ——.

2.8 A sorozat nem monoton. Alulrdl is és feliilrol is korlatos, tehat korlatos. Tovabba
konvergens, hatarértéke: 1.

1
Megjegyzés. A 2.8 feladatban szerepl$ (a,) sorozat a (b, = 1) és a (cn _nt )

n+ 2
sorozatok "Osszefésiilésével” keletkezett. Mivel paratlan n-ekre a, = 1, paros n-ekre
pedig

s+1 n42
Qa = =
242 n+4]

ezért olyan tortet kell késziteniink, melynek nevezdje n + 4, szamlaldja pedig paratlan
n-re n + 4, paros n-re pedig n + 2. Kénnyen kaphatunk ilyen szamlalét: n + 3 + (—1)".

2.15 oo.
2.16
9
n®—9 1__8
lim ——— = lim ——"% _ —9.
n—oo 9 2 n—oo 12 5
n?d +12n*+5 nt 4
n n

12



2.17

2.18

2.20

2.22

2.24

2.25

2.26

2.28

2.30

2.32

2.33

2.34

3 4
3 _ _—
1m n—4 = n e

0. 2.19 oo.
3 2
- 2.21 —.
7 3
0. 2.23 —00
0.

lim (Vn+1—+vn—1)= lim(\/n_|_1_\/n_1)_\/n+1+\/n—1_

m+1)—(Mn-1) 2
1m = lim —
”_“X’\/n—i-lﬂL\/n—l n—>oo\/n+1+\/n_1
1 1
T 2.27 —.
2 2
1. 2.29 7.
4
L. 2.31 3.
N ) L G DL G O L () K VI
. n+3
= lim —— =
n—co n? + 5n + 6
1
5
(1+n)n
lim = lim = lim =00.
n—00 n N 00 n oo 9

13



2.35 2. 2.36 9.

937 L 2.38 1.
2

239

: 5

2.40 Teljes indukcioval belathato, hogy

1 N 1 P 1 o
1-2 2.3 nn+1) n+1
Ezért
lim a,, = lim =1.
941 1 2.42 1.
2
2.43 0. 2.44 5.
1
2.45 2. 2.46 -.
9
2.47 1.

Megjegyzés. A 2.48 - 2.60 feladatok végeredményében szereplé N természetesen egy
lehetséges kiiszobindexet jelol.

2.48 Konvergens, N = 760.

-1
2.49  lim ——— — = tovdbb4
n—oo 2n + 1 2
1 n—1 1 2n—2-—-2n-—1 -3 3
an__: — = = == = .
2 2n+1 2 dn + 2 dn + 2 4n + 2

Tehat olyan kiiszobot kell taldlni, hogy a nala nagyobb n-ekre

<107°

4n + 2

3-10°
teljesiiljon. Ezt az egyenldtlenséget megoldva kapjuk, hogy n > — tehat

N = 74999 egy jo kiiszobindex.

14



2.50

2.52

2.53

2.55

2.57

2.58

2.59

2.61

2.63

2.64

2.66

2.68

2.71

2.73

2.75

2.77

1
hogy — < log, 1.1, amibdl n >
n

n—oo n—oo

Konvergens, N = 13201. 2.51 Konvergens, N = 140.

Ismert tétel alapjan lim /2 = 1.

Tovébba |2 — 1] = /2 — 1 < 107", azaz /2 < 1.1. Mindkét oldal 2-es alapi
logaritmusat véve kapjuk, - a logaritmusfiiggvény szigorti monotonitdsa miatt -

~ 7.272. Ezért N =T egy jo kiiszobindex.

log, 1,1
Konvergens, N = 12. 2.54 Konvergens, N = 700.
Konvergens, N = 200. 2.56 Konvergens, N = 222.

Mivel n? > 10 <= n > 103, ezért N = 10? jé lesz kiiszobindexnek.

n1 _ (Ya-1)-(yat1)

A tortet bovitve = /n — 1, igy a vizsgalandé

NE Vvn+1
egyenlStlenség: /n — 1 > 6500. Ebbdl dtrendezéssel kapjuk, hogy N = 65012.
N = 139. 2.60 N =115.
e3. 2.62 e 2
2 n n 2
lim (n—l— ) = lim ((1—1—%)2) = e
n—oo n n—oo 2
1
e 2.65 -
e
e 2.67 ¢?
- 2.69 2.
o3
2.70 e 5.
0. 2.72 €8
0. 2.74 1.
€. 2.76 0.

n—oo

n n+1 1 n+1 1
limanzlim(n—|—1).< > zlim(n+1)-(1— ) =00-— =00.
e

n+1 n—+1

15



2.78 A szamlédlét az ismert Osszegképletek segitségével tudjuk zart alakban felirni:

n "L, o nn+1)2n+1 n(n+1 n(n+1)(n +2
;k(k:Jrl):;k +;k: ( 23( ) (2 ) _n( ;( +2)

Ennek alapjan

> k(k + 1
, L k;l ( )_ . n(n+1)(n—|—2)_1
lim a, = lim = lim =

n—oo n—oo n3 n—oo 37’1,3 3

2.79  Teljes indukcioval belathatd, hogy a sorozat monoton névo, és feliilrol korlatos.
Ebbdl kovetkezik, hogy konvergens, vagyis létezik a
lim a, = lim a,,1 = A

véges hatarérték. A sorozatot megadd rekurziv képlet mindkét oldalanak hatarér-

tékét véve kapjuk, hogy
1

A=-4 A%
1 +
) 1 o 1
Ennek az egyenletnek egyetlen megoldasa A = 3 Tehat lim a, = 3
2.80 1. 2.81 2.
2.82 2.

2.2.2. Szamsorok Osszege
2.83 3.
k2

. 1+ k2
ismert képlet segitségével torténik:

E:(W+&> TR =k

n=0 - -
k2+1

2.84  Mértani sorrdl van szo, ¢ = € (—1, 1), tehdt konvergens. Osszegzése az

16



2.85 A sor n-edik részletsszege:

3

1 - 1
k2 +3k  “—~k(k+3)

k=1 k=1

S, =

Az Gsszeg k-adik tagjat parcialis tortekre bontjuk:

1 1 1 1
k(k+3) 3 \k k+3/)°
Ezt behelyettesitjiik, majd az 6sszeget atrendezziik:
1 (1 1 1 (1 «— 1
=S (- )= (Y- ]
>3 (i) -5 (ST

k=1

1
Ezutan a mésodik szumma indexét eltoljuk gy, hogy a tagok i3 helyett z

alakuak legyenek:
1 (&1 K1
Sp= =" - — —1.
(i)
k=1 k=4
Végiil - mindkét szummabdl levalasztva a megfeleld tagokat - a kozos indextar-
tomanyon vett Osszegek kiejtik egymast, s igy kialakul S, zart alakja:

1 (1 1 1 1 "1 1 1 1
S,==-[-4+=-4= - - — _ —
3 <1+2+3+;k k:4k: n+1 n+2 n+3>

11,11 1 1 >4
"3 \17273 %1 n+2 n+3 ==

Innen n — oo hataratmenettel kapjuk a sor Gsszegét:

f’: Lo (1 1 1 1\ 11
“n2+3n n-e3 \6 n+l n+2 n+3) 18

n—=

1
2.86 —37.
60
1
287 —.
2

2.88 A sor n-edik részlettsszege:

- 1 - 1
S, = S —— .
;k3+3k2+2k ;k(k+1)(k+2)

17



Az Osszeg k-adik tagjat parcialis tortekre bontjuk:

1 1 /1 2 1
k(k+1)(k+2) 2 \k k+1 k+2/)°

Ezt behelyettesitjiik, majd az Osszeget a 2.85 feladatban latott mdédon atalakitjuk
(atrendezés, index eltolds, levalasztés, kiejtés):

1 /1 1 1 1
Sn: — . _— — =
Z;Z(k kot 1 k+1+k+2>
1 ji:]’ "1 ji: 1 "1
2 (kzzlk k—1k+1 lkj_‘_1 =lk+2)
1 n 1 n—i—l1 n 1 n+1 1
_§'<ZE_ZE_ it ) T
k=1 k=2 = =
1 (1 &1 1 1 1 - 1 "1 1
=3 <I+k2E_kZ;E_n—+l_§_;k—+l+Zk—+l+n+2> -
2 \2 n+1 n+2 4

1
A sor Osszege tehat i

81 290 1
2.80 —. - :
20
9
A L 5203

222 "7 6660
2.92  Divergens.

[e.9]

2.93  Konvergens. Pozitiv tagi sor, melyet a » on konvergens geometriai sor majoral.
n=1

1\" 1
2.94 Mivel lim (1 — —) = — # 0, tehét a konvergencia sziikséges feltétele nem tel-
e

n—00 n

jesiil, ezért a sor divergens.

2.95 A sor divergens, ugyanis

o0 o0 o0

10-n+2 2-n+2 1
_—> _—— 2 . ,
g; n? +1 E:WAJV §:1n+1

n=1

a sort tehat a harmonikus sor minoralja, amely divergens.

18



2.96 Divergens. 2.97 Konvergens.

2.98 Divergens, mert

) 3" . 1 1
Ji%o3n+2_27:$i%032_§_z:§#0’

s igy a konvergencia sziikséges feltétele nem teljesiil.

2.99 Konvergens. Pozitiv tagi sor, melyet majoral a i (2) ' konvergens geometriai
n=0
sor.
2.100 Divergens. 2.101  Divergens.
2.102 Divergens. 2.103  Divergens.
2.104 Konvergens. 2.105 Divergens.

2.106  Alkalmazzuk a gyok-kritériumot:

2
lim n —tim () = lim ——— = = <1,
n—>00 n+1 n—oo \ m + 1 n—00 (1 + %) e

ezért a vizsgalt sor konvergens.

2.107  Divergens. 2.108 Divergens.

2.109 Divergens. 2.110 Konvergens.

2
n n—2’
3

i(g>/<z) ) niz: ) %

n=3

2.111  Divergens. Ugyanis

s igy

Ez a harmonikus sor viszont divergens.

19



2.112  Konvergens. 2.113 Konvergens.

2.114  Konvergens. 2.115 Konvergens.
2.116  Divergens. 2.117 Konvergens.
2.118 Konvergens. 2.119 Konvergens.
2.120 Konvergens. 2.121 Konvergens.

2.122 A sor tagjai:

1
a9 = — (l{?EN)

1 1
agk—1 = —
2%k—1 ( ok

2%k —1)+2  2k+1’
Jelolje a sor n-edik részletosszegét S,,. A paros indexti részletosszegek:

Son = a1 +as+az+as+ ...+ Q1 + a2y =
:(a1+a2)+(a3+a4)—|—...+(a2n_1+a2n):

n

- 1 1 " /1 1
_Z(GQk—1+a2k) —Z (_2/€+1 +ﬁ> = £ (ﬁ_ 2k+1)

1 k=1

amibdl latszik, hogy (Sa,) egy konvergens Leibniz-tipusi sor részletosszegeinek
sorozataval egyenlé. Fzért konvergens, jeloljitk a hatarértékét S-sel. A paratlan
indext részletosszegek is S-hez tartanak, ugyanis

]_ n—oo
Szn—l = Szn — Qop = S2n - = (

) _
o S—-0=5.

Ezért (S,,) konvergens, vagyis a vizsgalt sor konvergens.

Megjegyzés. A fenti feladatban szerepl6 sor példa olyan esetre, amikor a sor csupan
a monotonitas hianya miatt nem Leibniz-tipusi. Ennek ellenére konvergens.

2.2.3. Abszolut- ill. feltételes konvergencia

2.123 Konvergens. 2.124  Konvergens.

20



2.125  Divergens. 2.127  Feltételesen konvergens.
2.126  Konvergens. 2.128  Abszolut konvergens.

2.129  Abszolut konvergens. 2.130  Feltételesen konvergens.

2.131  Vizsgaljuk az (.5,,) részletdsszeg-sorozat paros indexii tagjait:

1 1 1 1 1 1
het-die o)

—_

SQn

I
= =
I

vk
2

Itt alkalmazhatjuk a minordns kritériumot, ugyanis k > 4 esetén vk — 1 >

VE—1_ Vk 1
>0
ko~ 2k oVEk’

sor divergens. Ezért az (Ss,) részletosszeg-rész-

, S

ezt felhasznélva

1
2Vk
sorozat divergens, amibél kovetkezik, hogy (S,,) is divergens. A vizsgélt sor tehét
divergens.

tovabba tudjuk, hogy a >

Megjegyzés. A feladatban szereplé sor példa olyan esetre, amikor a sor csupan a
monotonitas hidnya miatt nem Leibniz-tipusi, és nem is konvergens.

2.2.4. Alkalmazas: Geometriai feladatok

2.132  Feltételesen konvergens. 2.133  Feltételesen konvergens.

2.134  Abszolut konvergens. 2.135  Feltételesen konvergens.

2.136 A feladat megoldasa a jegyzet I. kotet 52. oldalan taldlhaté.
2v3a> 8T
5 5

KKoch = o0, TKoch =

1
2.137 Mivel a kozépvonalak altal meghatarozott haromszog 5 Szeres kicsinyitése a ha-

1
romszognek, ezért teriilete 7 Szerese annak a haromszogének, amelybe beleirjuk.

Ennek alapjan a kozépvonalak dltal meghatarozott haromszogek (beszinezett haroms-
z6gek) szama és Osszteriilete az aldbbi médon adhaté meg:
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v % &

2.3. abra. A Sierpienski haromszog konstrukcidéjanak 1., 2. és 3. lépése.

1
Az els6 abran 1 db 1 teriilet haromszog.

1 11 1
A mésodik dbran 1 db T tovabba még 3 db 11 = teriiletli haromszog.
1 1 1
A harmadik 4brdn ugyanaz, mint a mésodik dbrdn, tovdbba még 3% db 1T E- B

teriileti haromszog.
Es igy tovabb, teljes indukcioval megmutathatd, hogy az n-edik abran beszinezett
haromszogek Osszteriilete:

n—1 k

1 1 1 1 1 3

f— 0.— 1.— 2-— nil.—_—- —_—
T,=3 5+3 543 5. 43 o= ;:o:(‘l)

A mértani sorozat elsé n tagjara vonatkozo képlettel kapjuk, hogy az n-edik dbran bes-
zinezett haromszogek Osszteriilete:

Tni.g(g)ki.%l(gy.

- S
k=0 1

A kapott képlet alapjan valaszolhatunk a feladat kérdéseire:
175
a) Megoldandé a T;, > 256 egyenlGtlenség, azaz:

3\" 175 3\" 175 81 3\*
1—(=) >— -] <l—-—==—==1(=] .
4 256 4 256 256 4
Ebbdl adddik, hogy n > 4. SOt az is lathato, hogy n = 4 esetén egyenloség van. Tehat a

kozépvonalak altal meghatarozott haromszogek (beszinezett haromszogek) Osszteriilete

a negyedik abran éppen 2567 s ezt az értéket eldszor az 6todik abran haladja meg.

b) A kozépvonalak altal meghatérozott haromszogek (beszinezett haromszogek) Gss-
zteriilete:

lim 7, = lim(1 — (%) ) =1,
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2.4. dbra. A beszinezett haromszogek Osszteriilete elszor nagyobb, mint 256"

ami megegyezik az eredeti haromszog teriiletével. Megjegyzés. A feladatot egyszeriib-
ben is meg tudjuk oldani, ha nem a beszinezett, hanem a fehéren maradt haromszogek
osszteriiletét szdmoljuk. Ez a teriilet mindegyik 4bran — mint az kénnyen lathat6 — 3/4-
szerese az eloz6 abran 1évo fehér teriiletnek. Tehat az n-edik abran 1évo fehér teriilet:

n P . ) ) o s 3\"
(3/4)". Ebbdl kovetkezik, hogy a beszinezett teriilet az n-edik dbran 1 — <é_l :
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