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1. fejezet

Valos szamok



1.1. Valés szamok

1.1.1. Teljes indukci6

Igazoljuk a teljes indukciéval a kdovetkezo allitasok helyességét:

n(n+1)(2n+ 1)
1.1. k? = :
Z ;
1.2. 1-442-T+--+n-Bn+1)=n(n+1)>
1.3.

(D)oo o T(-0)) wea

k=1 k=2
1.4. 1-1+2-2l+--+n-nl=mn+1)-1
1 2 3
15, 1:2:342-3 44t n(n+1)n+2)— T )(”4+ Jn+3)
: 2n+1
1.6. cos(z) - cos(2x) - cos2%x ... cos 2"y = %m(?)
1.7. 11772 1227 psathatd 133-mal.
1.8. 4" 4+ 15n — 1 oszthato 9-cel.
1.9. 143+5+---+(2n—-1)=

1.1.2. Egyenlotlenségek

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlotlenségeket:
37— 2z 3r —8
+9 < .

1.10. 5 <
1.11. 8v — 42% < 3.
1.12. 2?4 5x — 14 > 0.
1.13. 2 —3r—-4<0.



1.14. (23 —1)(z—1) > 0.

1.15. 270
z+3
1.16. s
x—1
1.17. 20 — 3| < 2.
1
1.18. <1
r+1
2
1.19. [z +2| > 1.
|z — 1]
1.20. 3lgz — 1] < 2.
3
121 sinf2e 4 < Y3

2

1.1.3. Kozepek

Igazoljuk a szamtani és mértani k6zép kozti egyenlotlenség felhasznalasaval
a kovetkezo allitasokat:

1.22.

a) (1+%)n<(1+#>n+1 (neN) b (1+1)n<4 (n€N)

n+1 n

1.23. (f} ai> : (znj l) > n? (neN, a; >0)

i=1 i=1 @

1 n
1.24. n!<<"; ) (neN, n>2)

1.25.

a) (a+0b) - (b+c):(c+a)> 8abc (a,b,c>0),

b) (a+b)-(b+c)-(c+a)§%-(a+b+0)3 (a,b,c > 0)



Oldjuk meg a szamtani és mértani k6zép kozti egyenlotlenség felhasznalasaval
az alabbi szélséérték-feladatokat.

1.26. Adott k > 0 keriileti téglalapok kéziil melyiknek a teriilete a legnagyobb?

1.27. Eqgy folyo partjan adott | > 0 hosszusdgu keritéssel eqy téglalap alaki telket
szeretnénk elkeriteni 1igy, hogy a telek egyik hatdra a folyopart (ott nem kell kerités).
Hogyan vdlasszuk meg a téglalap oldalait, hogy a telek teriilete a lehetd legnagyobb legyen?

1.28. Hogyan valasszuk meg eqy feliilrél nyitott, henger alaki edény méreteit, hogy
elkészitéséhez a lehetd legkevesebb anyagra legyen sziikség?

Tovabbi kozepekkel kapcsolatos feladatok

1.29. lgazolja a mértani és a harmonikus kozép kozti eqyenlotienséqgrol szolo tételt:

< ay- ... a, (neN,n>2 a;>0),

ahol eqyenloséqg akkor és csak akkor van, ha a1 = ... = ay,.

Megjegyzés: a bal oldalon all6 mennyiséget az aq, ... ,a, szadmok harmonikus koze-
pének nevezziik.

1.30. lgazolja a szamtani €s a négyzetes kozép kozti eqyenlotlenséqril szolo tételt:
2 2
a oo tay, a oo ta;
Mt JOE T N > 2, 4> 0),
n n
és eqyenloséq akkor és csak akkor van, ha ay = ... = ay.
1.31. Legyen n € N, n > 2, és jelolje m az ay, ... ,a, pozitiv szamok kizil a

legkisebbet, M pedig a legnagyobbat. Jeldlje tovabba H, ugyanezen szamok harmonikus
kozepét, G, a mértani kozepét, A, a szamtani kozepét, @, pedig a négyzetes kozepét.
lgazolja, hogy mind a négy kézép m és M kozé esik, azaz, hogy

m<H, <M, m<G,<M, m<A, <M, m<Q.<M,
tovdbba ha az ay, ... ,a, szamok nem mind eqyenlok, akkor

m < H, < M, m<G, <M, m< A, <M, m<Q, <M.



1.1.4. Szamhalmazok

Vizsgaljuk meg az alabbi halmazokat korlatossag, alsé és fels6 hatar, legkisebb
és legnagyobb elem szempontjabdl:

4n — 2
1.32. H= N
{2n+3 Ine }

1.33. H =

\ant

1.3¢.  H=1"T% |, en
2n+1

1.35. H:{



1.2. Megoldas. Valés szamok

1.2.1. Teljes indukcio
1.1.
1.2.

1.3. Megoldas a) n =1 esetén az dllitds igaz, mivel mindkét oldal értéke 2.
Az indukcios lépés:

()= (M) (1 52):

Az indukcios feltevés miatt az elsé tényezoben dllo produktum helyére n+ 1 irhato, ezért
a folytatds:

1
Do (14— ) =n42
(n+)<+n+1) n+ 2,

ami az allitas n + 1-re valo bizonyitasat jelents.
b) Az a) részhez hasonldan igazolhatd, de vigydzzunk, az indukcid n = 2-rél indul.

n = 2 esetén az dllitdas 1gaz, mivel mindkét oldal értéke 3

Az indukcios lépés:

H0-0-(10-0)(-+5),

1
Az indukcios feltevés miatt az elsd tényezdben dllo produktum helyére — irhato, ezért a
n

Lo( L Y_1lnti-1_ 1
n n+1) n n+1  n+1’

ami az allitds n + 1-re valo bizonyitdsdt jelenti.

folytatds:

1.4.
1.5.

1.6. Megoldas n = 0-ra az egyenloség eqy ismert trigonometrikus azonossdg dtrende-
z€se.
Az indukcios lépés:
sin2" 'z cos 2"z sin2"%
2nt+l sin o Cont2ging
Az elsd eqyenldséq az indukcios feltételbol, a mdsodik a 2 cosy siny = sin 2y azonossagbol
(y = 2"z helyettesitéssel) adddik.

cos  cos 22 cos 2%z . . . cos 2"z cos 2" =



1.7. Megoldas
11772 41227 = 121 - 11" + 12 - 144" = (121 + 12) - 11" = 0 (mod133)

Az elsd kongruencia 144 = 11 (mod 133) miatt adddik.

1.2.2. Egyenlotlenségek
1.8.

1.9.

L1l o< o>

1.12. x2<-7, x>2

1.13. —-1<zx<A4

1.14. —oco<x <00

1.15. x>5, <3

1.16. Megoldas Az egyenldtienség azokra az x valos szdimokra van értelmezve, melyekre

3:1:—120‘

r—1#0 és
r—1

Ezen a tartomdnyon az egyenlotlenséqg ekvivalens az alabbival:

3z —1

> 1.
r—1

0-ra redukdlds és rendezés utan kapjuk, hogy

2

> 0.
rx—1

Ennek elsd esete az, ha2x > 0 ésx—1 > 0, masodik esete pedig ha2x <0 ésx—1 < 0. Az

elso eset megoldasa x > 1, a masodik eseté pedig x < 0. Mivel ezekre az x-ekre teljesiil,
3 —1

hogy > 1, ezért ezek az x-ek mind benne vannak az egyenlotlenség értelmezést
x —

tartomdnydban. Tehdt a feladat megoldasa:

x <0 vagy x> 1.

10



1
1.17. §<I<5

1.18. x>0 wvagyx < -2

1.19. x> —

DO [

1.20. 1073 <2 <10

1.21. Megoldas Az egyenldtlienség minden valds szdmra értelmezett. Eldszor a trigono-
metrikus részt oldjuk meg, azaz y = |2x — 4| helyettesités utan (uj ismeretlen bevezetése)
megoldjuk a

siny < —
=5
egyenldtlenséget. A kizépiskolaban megismert mddszerek valamelyikét alkalmazva (egy-

ségkor vagy figguény dbrdzolds) ennek megolddsa:

2
§+2k7r<y<27r+%+2k7r (keZ).

Ezek utan eqy paraméteres abszolut-értékes egqyenliotlenség-rendszert kell megoldanunk,
ahol k a paraméter:

2
%+2k77<]2x—4]<277+%+2k7r (keZ).

Keressiik eloszor a 2x —4 > 0, azaz az x > 2 feltételt kielégité megoldasokat. Ekkor az
abszolut érték elhagyhato, és a

2
§+2k7r<2x—4<27r+g+2k7r (keZ).
linedris egyenldtlenségekhez jutunk. Ezek rendezéssel konnyen megoldhatok:

2 7
2+%+/€W<$<2+%+kﬂ (keZ).

Ezek a nyilt intervallumok k > 0 esetén teljes egészében a [2, +00) intervallumba esnek,
k < —1 esetben nincs kizos pontjuk a [2, +00) intervallummal, k = —1 esetben pedig a
kozos rész: 2 < x < 2+ T

Ennek alapjin az x > 2 feltételt kielégité megolddsok:

2 7
2<x<2+% vagy 2+%+kw<x<2+%+lm (keZ,k>0).

11



Masodik esetként keressiik a 2x—4 < 0 feltételt kielégitd megolddsokat. FEkkor az abszolit
érték ugy hagyhato el, hogy a benne szereplo kifejezés ellentettjét vessziik:

2
—7r+2k7r<—2x+4<27r—|—g+2k7r (k € Z).

3
Ezek a linedris egyenlotlienség-rendszerek rendezéssel konnyen megoldhatok:
7 2
2—%—kﬂ<x<2—g—kw (keZ).

Ezek a nyilt intervallumok k > 0 esetén teljes egészében a [—o0, 2) intervallumba esnek,
k < —1 esetben nincs kézos pontjuk a [—oo, 2) intervallummal, k = —1 esetben pedig a

.. .. 7/ 7T
kozos rész: 2 — — < x < 2.

Ennek alapjan az x < 2 feltételt kielégito megolddsok:

7 2
2—%<x<2 vagy 2—§—kﬂ<x<2—g—k7r (keZ,k>0).
A két esetben kapott megolddsok halmazdnak egyesitése utan kapjuk a feladat megolddsdt:
7 2
2—%<x<2+% vagy 2—%—k7r<:v<2—%—k:7r

Uagy
9 7
2+%+kﬁ<x<2+§+kﬂ,

ahol k > 0 egész szam.

1.2.3. Kozepek

1.22. Megoldas a) Alkalmazzuk a szamtani és mértani kézép kizti eqyenlétlenséget az

alabbi n + 1 db szamra: ) .
1+—, ..., 1+—,1

n db

b) Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenldtlenséget az alabbi n + 2 db
szamra:

1.23. Megoldas Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenldtlenséget az

) A I
ai, ... ,a, szamokra, tovabbd az —, ... ,— szdmokra.
a1 Qnp,

12



1.24. Megoldas Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenlitlenséget az
1, ... ,n szdmokra, majd hasznaljuk fel az elsé n természetes szam dsszegére tanult kép-
letet.

1.25. Megoldas a) Alkalmazzuk a két szam szamtani és mértani kozepe kizti eqyenldt-
lenséget az alabbi szampdrokra:

a, b b, ¢ c, a

b) Alkalmazzuk a hdrom szdm szamtani és mértani kézepe kozti eqyenldtlenséget az a+b,
b+ c, c+ a szdamokra.

1.26. Megoldas Ha a téglalap oldalait x és y jeloli, akkor az xy mazrimumdt keressik
az
x>0, y>0, 2x+2y==~%

feltételek mellett. Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenlitlenséget az x

és y szamokra:
2 2 2
S (T (kY R
2 2 16

2
Azonban a jobb oldalon dllo — mennyiség dllando, ezért a bal oldalon dllo xy szorzat

akkor és csak akkor veszi fel a legnagyobb értékét, ha a szamtani és mértant kozép kozti

egyenldtlenségben eqyenléség van, azaz, ha x =vy. Az optimdlis téglalap tehdt a 1 oldalu

négyzet.

1.27. Megoldas Jeldlje a téglalapnak a folyoval pdrhuzamos oldaldt x, a folyora merd-
leges oldaldt pedig y. Keressiik az xy kifejezés maximumadt az

x>0, y>0, z+4+2y=I

feltételek mellett. Alakitsuk dat az xy kifejezést, majd alkalmazzuk a szamtani és mértani
kézép kozti eqyenlotlenséget az x €s a 2y szamokra:

1 1 (z+2y\° 1 [1\° =2
— < . — . () ==
WEg A=y ( 2 ) 2 (2) 8
2
Azonban a jobb oldalon dllo — mennyiséqg dllando, ezért a bal oldalon dllo xy szorzat

akkor és csak akkor veszi fel a legnagyobb értékét, ha a szamtani és mértant kézép kozti
egyenldtlenségben egyenldség van, azaz, ha v = 2y. Az optimdlis téglalap oldalai tehdt
l

[
=3 ésy:Z.

13



1.28. Megoldas Jelilje a henger sugardt r, magassdgdt m. Keressiik az A = r’*m+2rmm
kifejezés minimumdt az
r>0, m>0, r’rm=V

feltételek mellett. Alakitsuk dt az A kifejezést, majd alkalmazzuk a szamtani és mértani
kozép kozti eqyenlbtlenséget az r’m, rom, rom szdmokra:

r’m 4+ rom 4+ rom

3 > 3. Vr2g-rom - ram.

A=r*t+2rom =3 -

A jobb oldalt dtalakitjuk:
3-Vrir-rom - rom =3 - Vrimdm? = 3 3/ (r2rm)2n = 3 - VV2r.

Ldthatd, hogy a jobb oldalon dllé 3 - v/V2r mennyiség dllandd, ezért a minimalizdlando
A kifejezés akkor és csak akkor veszi fel a legkisebb értékét, ha a szdmtani és mértani
kézép kozti egyenlotlenségben egyenloség van, azaz, ha

r’n =rrm =rmm, azaz, ha T =m.
. ,7- , , . s 3 V
Az optimdlis edény méretei tehdt r =m = {| —.
T

1.29. Megoldas Alkalmazzuk a szdmtani és mértani kézép kozti eqyenldtlenséget az

1 1 1

Y ) )
ap Gz Qn
szamokra, majd rendezziik dt a kapott eredményt.

1.30. Megoldas A bizonyitando egyenlitlenséget ekvivalens dtalakitisokkal az aldbbi
alakra hozzuk:
(a4 ... +a,)* <n-(a2+ ... +d?)

Végezziik el a bal oldalon a négyzetre emelést, majd rendezziik az egyenlotlienséget:

n—1 n
a%%—...—{—ai—{—z Z 2a;a; <n-(al+ ... +a2)

i=1 j=it1
n n—1 n

0§(n—1)~2a?—z Z 2a;a;
i=1 i=1 j=it1

A jobb oldalon szerepld kiilonbséqg elsd tagja dtrendezhetd az aldbbi formdra:

iZ(a?ﬂﬁ),

i=1 j=i+1

14



UGYanis

n—1 n n—1 n n—1 n n—1 n n j—1
2 2\ 2 2 _ 2 2 _
(a; +aj) = a; + E E a; = a; + aj =
=1 j=i+1 i=1 j=i+1 =1 j=i+1 i=1 j=i+1 7j=2 i=1
n—1 n n—1
_ 2 1) -a2 = 1) - a? 1) - a?
=Y m—i)-a;+» J—-1)-a5=Mn—-1)-a]+ ) (n—i+i—1)-a;+
=1 Jj=2 =2

Ennek felhasznaldsdval a bizonyitando egyenlétlenséq igy irhato:

n—1 n n—1 n
1< S-S Y
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

n—1 n
0< Z Z (a + a5 — 2a;a;)
1=1 j=i+1
n—1 n
125 Y -
=1 j=i+1

Ez pedig nyilvanvaldan igaz (négyzetisszeg > 0), és az egyenldségre vonatkozd dllitds

1gazoldsa 1s konnyen kiolvashato beldle.

Megjegyzés: A bizonyitas teljesen elemi volt, de mégis kissé bonyolult az Gsszeg at-
rendezése miatt. A szamtani és a négyzetes kozép kozti egyenlGtlenség lényegesen egy-
szertibben igazolhaté a linedaris algebraban késobb sorra keriilo Cauchy-egyenlotlenség

alkalmazasaval.
1.31. Megoldas Hasznaljuk fel, hogy © = 1, ..., n esetén m < a; < M, tovabbd, ha
az ai, ... ,a, szamok nem mind eqyenlok, akkor ezek kézitt az egqyenlotlienségek kézitt

vannak olyanok, amelyek szigori formdban teljestilnek.

1.2.4. Szamhalmazok

4n—2_
on+3 on+3

4dn — 2 8
H = Ny=<{2-— N, .
{2n+3|n€ } { 2n+3|nE }
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1.32. Megoldas Mivel

, ezért




Ebbol lathato, hogy n novelésével a halmaz elemer egyre nagyobbak. Ezért a legkisebb
elemet n = 1-re kapjuk:

minH:2——8 :g_
2:-14+3 5

2
Mivel van minimum, ez egyben a halmaz legnagyobb also korlatja is: inf H = S.A halmaz

alulrol korldtos.

Most bebizonyitjuk, hogy a halmaz legkisebb felsé korldtja 2, azaz, hogy sup H = 2.
Ez két lépésben torténik: eldszor beldtjuk, hogy a 2 felsé korldat, majd pedig azt, hogy
barmely, 2-nél kisebb szdam mdr nem felsé korldt. Az elsd lépés igazoldsa egqyszeri: mivel

> 0, ezért
2n+3

2 N).
2n+3< (n€N)

A mdsodik lépés igazolisahoz vegyiink eqy tetszoleges € > 0 szdmot, és mutassuk meg,
hogy a 2 — ¢ szam nem felsé korldtja H-nak. Ehhez elegendd egyetlen olyan H-beli elem
létezésétl bizonyitani, amely nagyobb, mint 2 — c:

llyen n € N szam pedig létezik az arkhimédeszi axioma muatt.

Mavel taldltunk felsé korldtot, a halmaz feliilrél korldtos.

Mivel a halmaz minden eleme kisebb, mint 2, ezért sup H ¢ H, amibdl kovetkezik,
hogy a halmaznak nincs mazimuma: Pmax H.

1.33. Megoldas A halmaz alulrol korlatos, inf H = min H = ;, tovdbbd a halmaz

feliilrol korldatos, sup H = 3 MaTIMuma nincs.

1.34. Megoldas Mivel
n—+3 1 5

on+ 1 _2+4n—|—2’

n+3 1 5
H= N =14 Ny .
{2n+1’”E } {2+4n+2‘”E }

ezért




Ebbol lathato, hogy n novelésével a halmaz elemei egyre kisebbek. Ezért a legnagyobb
elemet n = 1-re kapjuk:

) 4

1
H—t, > _ %
max = ot 11273

4
Mivel van mazimum, ez eqyben a halmaz legkisebb felsd korldtja is: sup H = 3 A halmaz

feliilrol korldtos.

1 1
Most bebizonyitjuk, hogy a halmaz legnagyobb also korldtja 57 0202 hogy inf H = 5

1
Ez két lépésben torténik: eloszor beldatjuk, hogy az 3 alsé korldt, majd pedig azt, hogy
1
barmely, i—nél nagyobb szdm mdr nem also korldat. Az elsd lépés igazoldsa egyszeri:

mavel > 0, ezért

4n + 2
1 5

1

A masodik lépés igazoldsihoz vegyiink eqy tetszbleges € > 0 szamot, és mutassuk meg,

hogy az 5 + ¢ szam nem also korldtja H-nak. Ehhez elegendd egyetlen olyan H-beli elem

1
létezését bizonyitani, amely kisebb, mint 5 +e:

1 )

1
<_
5 T2 3 7"¢

Ezt az eqyenlotlenséget datrendezve kapjuk, hogy

1 (5
>>.(2-2).
()

llyen n € N szam pediq létezik az arkhimédeszi axioma miatt.
Mivel taldltunk also korldtot, a halmaz alulrol korldtos.

1
Mwvel a halmaz minden eleme nagyobb, mint 3 ezért inf H ¢ H, amibdl kivetkezik,

hogy a halmaznak nincs minimuma: Bmin H.
1.35. Megoldas Vigydzzunk, n értéke nem 1-t6l, hanem 4-t6l indul. A halmaz felilrél

korldtos, sup H = max H = 17, tovdbbd a halmaz alulrol korldtos, inf H = 3, minimuma
nincs.

17



2. fejezet

Szamsorozatok, szamsorok
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2.1. Szamsorozatok és szamsorok

2.1.1. Szamsorozat megadasa, hatarértéke

frjuk fel képlettel az alabbi sorozatok n-dik elemét! Vizsgaljuk meg, hogy a
sorozat monoton, korlatos, illetve konvergens-e!

2.1.
1, 4,9, 16, ...
2.2.
1 2 3 4
49" 16" 25’
2.3.
-1, 2, 5,8, ...
2.4.
1 1 1
17 T a8 o) 4
23 4
2.5.
101, -1, 1, 1, .
2.6.
0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; ...
2.7.
17 _§7 §7 _Zu
2" 3 4
2.8.
L2 S s
3 4 5

19



frjuk fel az alabbi, képlettel megadott sorozatok els6 néhany elemét! Vizs-
galjuk meg, hogy a sorozat monoton-e, korlatos-e, konvergens-e!

2.9. a, = 3n
2.10.  a,=(-1)"
2.11. a, =2+4n
2.12. a, = 3

n2
2.13. a, = 3"

1
2.14. L=

T

Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét:

2.15.
a, =2n*>—Tn+4
8_9
2.16.  aq,—— 7
nd +12n2+5
3n—4
2.17. =
“ Sn+1
on?—Tn+4
2.18. e i e
T 303 on— 8
on® —Tn+4
2.19. e L L s
“ 3n2+5n—8
3nd +4n — 2
2.20. R L e L
a4 ™® + 3n3
591 . 20 —Tn+4
R " 3n2+5n—8
2
—1
2.22. g, ="
n—+5
9.93 " _—n3+10n2+25

™m—>5

20



Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét:
2.24. a, =+vVn+1—+/n

2.25. ap =vVn+1—+vn—1

2.26. an =vVn2+1—+vn2+n

2.27.  a,=+/n(Vn+1-/n)

2.28. an = nv/nt +n? —n?

2.29. an = \/n+4y/n —/n—10y/n

2.30. a, =vVn2+n+1—+vn2—n+1

(n+1)° = (n—1)°

2.31. =
T )P (1)
| |
939, 0 — (n+2)+ (n+1)!
(n+3)!
2.33. a, =n(vn?>—1-—n)
142+
2.34. g, - —=-todn
n
2.35 Ly
35 apn==—+-+--+—
24 on
9 27 3ntl
2.36. a, — - + — 4.
W=t T o
14924 ...
2.37. g, — -t tn
(n+1)(n+2)
1 o+ (2n—1
938, a,—1137F +(@n—1)

2.39. a,=

2.40. Qy, =



2.41.

1 n 1 L 1 . 1
a, = e
1-3 35 5.7 (2n—1)(2n+1)
3/ 3
o 49. 0 — n°+2n+1
n+1
33
2.43.  q,= Y *"
n+1
2.44. a, = V2" + 5"
2.45. a, = \V/nb 4+ 2n
n> + 2n?
2.46. L=
“ 320 +Tn
23n+1 4
2.47.  a, =1 tn
8n + n2

Vizsgaljuk meg, hogy konvergensek-e az alabbi sorozatok. Ha igen, akkor
adjunk meg olyan N = N(e) kiiszobindexet, melynél nagyobb indexii elemek
(a szamsorozatban) az elSirt e-nal kisebb hibaval kozelitik meg a hatarértéket.

2.48.

4n + 3
o= =107°
“ 5n — 1 c
2.49.
n—1
" = =10"°
“=onF1 ©
2.50.
4 1
ap = nt e=10""
7 —5n
2.51.
2
. = —10¢
n+12 °©



2.52.

2.53.
1
Y= =10"°
Qa 3n + 1 g
2.54.
3n? +1 A
R — 10~
“ 16 — n?
2.55.
1
a, = /0" e— 10!
'
2.56.
ms — 7
a, = n e=10"3

Vizsgaljuk meg, hogy aldbbi, +oco-be tartd, sorozatokban milyen N = N(K)
kiiszobindext6l kezdve lesznek a sorozat elemei az adott K szamnal nagyob-
bak.

2.57.
an = n’ K =108
2.58.
n—1
n = K = 6500
¢ vn+1
2.59.
5n 30
Ay = 3n+2 K = 10
2.60.
3n 20
an = ot K =10

23



Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét.

2.61.

2.62.

2.63.

2.64.

2.65.

2.66.

2.67.

2.68.

2.69.

2.70.




Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét.

2.71.
n —+ 1 3n+1
in = <2n - 1)
2.72.
1 27343
n=11
a ( + on _ 1)
2.73.
(-3)
an = (1 ——
n
2.74.
1 n
2.75.
1 n- 2"
n — 1 =
o=+ (3) ]
2.76.
nZ—1\"
a, = 3
2.77.
nn—i—l
a, = —————
(n+1)"
2.78.

1-242-34--4n(n+1)

Qn,

Hatarozzuk meg az alabbi rekurziv sorozatok hatarértékét.
1

2.79. an, = 1 + ai_l, ag =0
2.80 2 0
.80. Uy = ———, Gy =
1 + An—1 0
2.81. nt1 =V2+a,, ap= V2
214
2.82. oy =2 2

4 )
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2.1.2.

Szamitsuk ki a kovetkezo sorok Osszegét.

2.83.

2.84.

2.85.

2.86.

2.87.

2.88.

2.89.

2.90.

2.91.

Konvergensek-e az alabbi végtelen sorok?
2.92.

Szamsorok Osszege

1
Zn3+3n2+2n

n=1

z% 32n

= 1
; n(n+1)

s =1.7972 972 972 ...

frjuk fel kozonséges tort alakban az aldbbi tizedes torteket:

t=0.78 123 123 ...

=, 2n
;n—l—l
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2.93.

2.94.

2.95.

2.96.

2.97.

2.98.

2.99.

2.100.

2.101.

i sin’n
“~n(n+1)

o0

371
> 3

n=2




2.102.

2.103.

2.104.

2.105.

2.106.

2.107.

2.108.

2.109.

2.110.

3n
Zn.Qn

n=1

3n

n=1

28



2.111.

2.112.

2.113.

2.114.

2.115.

2.116.

2.117.

2.118.

2.119.




2.120.

2.121.

2.122,

2.123.

2.124.

2.125.

2.126.

B
Il
o

3
ﬂ‘
VRS
=~ 3
~__

1
0 o ha k pdratlan
Z ay ahol ar =
k=1

ha k paros
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2.1.3. Abszolut- ill. feltételes konvergencia

Vizsgaljuk meg, hogy az aldbbi végtelen sorok melyik tipusba tartoznak:

vergens, feltételesen konvergens vagy divergens?

2.127.
> n-+1
—1)"
2.128.
> 1
—1)"
nz%( ) nd+1
2.129.
o 3"+ 2
2.130.
I
n=1 37’L2
2.131.
1 1 n 1 n n 1 1 n
2.132.
> 1
1)
;( ) Inn
2.133.
f: sin(™")
n
n=1
2.134.
i sin(%r)
n=1 n2
2.135.

abszolut kon-



2.1.4. Alkalmazas: Geometriai feladatok

2.136. Képezziink sokszdget eqy szabdlyos a oldalu, T teriletid hdaromszdgbol a kovet-
kezd rekurziv eljdrdssal:

1. Osszunk minden oldalt 3 eqyenld részre.

2. Minden kozépso oldal szakaszra illessziink szabdlyos haromsziget.

3. Ismételjiik ezeket a lépéseket. Az igy kapott sokszog az ugynevezett Koch-girbe.
Mennyi a Koch gorbe keriilete és tertilete?

N/ LREAERE

2.1. abra. A Koch gorbe konstrukciéjanak 1. - 5. lépése.

2.137.  Egységnyi teriiletd szabdlyos hdromszogbe beirjuk a kézépvonalai dltal alkotott
hdaromszoget. FEzutdn vessziik az eredetivel eqydlldsi részeket es azokba is beirjuk a koz-
épvonalai dltal alkotott hdromsziogeket. FEzt rekurzivan ismételjik. A kapott alakzat a
SIERPINSKI hdromszig.

A kézépvonalak dltal alkotott haromszogek dsszteriilete hanyadik iterdcio utdn haladja
meg a 175/256 értéket?

Mennyi a kozépvonalak dltal alkotott hdromszogek teriileteinek dsszege?

v & & A

2.2. abra. A Sierpienski haromszog konstrukcidjanak 1. - 5. 1épése.
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2.2. Megoldas. Szamsorozatok

2.2.1. Szamsorozat megadasa, hatarértéke

2.1. Megoldas A sorozat monoton nové (sét: szigorian monoton névé). Alulrdl korld-
tos, feliilrél nem korldtos, tehdt nem korldtos. Tovdbbd divergens, +oo-be tart. a, = n?.

2.2. Megoldas A sorozat monoton foqyd, (sét: szigorian monoton fogyd). Alulrdl is és
n

feliilrol is korldtos, tehdt korldatos. Tovdabbd konvergens, hatdrértéke: 0. a, = W .
n

2.3. Megoldas A sorozat monoton novd (sét: szigorian monoton novd). Alulrdl kor-

latos, felilrél nem korldtos, tehdt nem korldatos. Tovdbbd divergens, 4+oco-be tart. a, =
—443n.

2.4. Megoldas A sorozat nem monoton. Alulrél is és felilrdl is korldtos, tehdt korldtos.

Tovdbbd konvergens, hatdrértéke: 0. a,, = (—1)"T1. —.

n
2.5. Megoldas A sorozat nem monoton. Alulrél is és felilrdl is korldtos, tehdt korldtos.
Tovdbba divergens, hatdrértéke nincs. a, = (—1)".

2.6. Megoldas A sorozat monoton novd, (sét: szigorian monoton novd). Alulrdl is

és feliilrol is korldtos, tehdt korldtos. Tovdibbd konvergens, hatdrértéke: 1. a, = 1 —
10—(n+1) )

2.7. Megoldas A sorozat nem monoton. Alulrél is és felilrdl is korldtos, tehdt korldtos.
2n —1

Tovdbbd divergens, hatdrértéke nincs. a, = (—1)" -
n

2.8. Megoldas A sorozat nem monoton. Alulrél is és felilrdl is korlatos, tehdt korldtos.
Tovabbd konvergens, hatarértéke: 1.

Megjegyzés. A 2.8 feladatban szerepl6 (a,) sorozat a (b, = 1) és a (cn = Zi;)
sorozatok "Osszefésiilésével” keletkezett. Mivel paratlan n-ekre a, = 1, paros n-ekre
pedig

s+1 n+42
Ay = = ,
2+2 n+td

ezért olyan tortet kell késziteniink, melynek nevezdje n 4 4, szamlaloja pedig paratlan
n-re n + 4, paros n-re pedig n + 2. Koénnyen kaphatunk ilyen szamlélét: n + 3 4+ (—1)".

2.9.
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2.10.
2.11.
2.12.
2.13.
2.14.

2.15. 00.
2.16. Megoldas

1 9
8 9 - 5
n n
2.17. Megoldas
4
_ 3n—4 370 3
lim = lim =
n
2.18. 0.
2.19. 00.
3
2.20. —.
7
2
2.21. —.
3
2.22. 00.
2.23. —00.
2.24. 0.

2.25. Megoldas

vn+l+vn—1
Vntl+vn—1

lim(\/n—|—1—\/n—l):nliﬁrgo(\/n—f—l—\/n—l)

n—oo

n+1)—Mm-1) . 2

im = lIim =0.
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1
2.26. ——.
2
1
2.27. =.
2
2.28 L
.28. 1
2.29. 7.
2.30. 1.
2.31. 3.
2.32. Megoldas
lim m+2!'+n+1)! +DI((n+2)+1)
n—00 (n+ 3)! oo (n+Dln+2)(n+3) N
. n—+3
= lim ——— =
n—oo n2 4+ 5n + 6
1
2.33. ——.
2
2.34. Megoldas
(1+n)n
14+24... — 1
lim ret +n:1imL:lim tn
n—o00 n n—oo n n—00
2.35. 2.
2.36. 9.
1
2.37. =.
2
2.38. 1.
2.39 L
.39. 3
2.40. Megoldas  Teljes indukcioval belathato, hogy
1 n 1 P 1 _on
1-2 2.3 nin+1) n+1
Ezért
. ) n
lim a, = lim =
n—o00 n—oo 1, + 1
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1
2.41. =.

2
2.42. 1.
2.43. 0.
2.44. 5.
2.45. 2.
2.46 L

.46. 5
2.47. 1.
2.48. Konvergens, N = 760.
-1 1
2.49. Megoldas lim n = —, tovabbd
n—soo2n+1 2
1 n—1 1 2n —2—-2n-1 -3 3
an _— = = —_ = = = = N
2 2n+1 2 4dn + 2 4dn + 2 4dn + 2
Tehat olyan kiiszébot kell talalni, hogy a ndla nagyobb n-ekre
<107°
4dn + 2
o . , : 3-10° -2 )
teljesiiljon. FExt az egyenldtlenséget megoldva kapjuk, hogy n > — 1 tehat N =
74999 eqy jo kiiszobinder.
2.50. Konvergens, N = 13201.
2.51. Konvergens, N = 140.
2.52. Ismert tétel alapjdn lim /2 = 1.
n—oo
Tovdbbd |2 — 1] = 2 —1 < 107, azaz V2 < 1.1. Mindkét oldal 2-es alapi

1
logaritmusdt véve kapjuk, - a logaritmusfigguény szigori monotonitasa miatt - hogy — <
n

log, 1.1, amibdl n > ~ 7.272. Ezért N =T egy jo kiiszébindez.

log, 1,1

2.53. Konvergens, N = 12.
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2.54.

2.55.

2.56.

2.57.

2.58

Konvergens, N = 700.
Konvergens, N = 200.
Konvergens, N = 222.

Mivel n? > 10% <= n > 103, ezért N = 103 jé lesz kiiszébindexnck.

—1 —1)- 1
. Megoldas A tortet bévitve \;%+ 7= (vn \/)ﬁ_i(_\{ﬁ—i_ ) =vn—1, igy a

vizsgdlandd egyenlbtlenség: /n—1 > 6500. EbbSl dtrendezéssel kapjuk, hogy N = 65012

2.59.

2.60.

2.61.

2.62.

2.63

2.64.

2.65.

2.66.

2.67.

2.68.

2.69.

2.70.

2.71.

2.72.

2.73.

2.74.

N =139.

N =115.

n—00 n n— o0

n+2\" 2\ 2
. Megoldas  lim ( ) — lim (<1+%>2) -

™

[

o
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2.75. e.

2.76. 0.
2.77. Megoldas

n n+1 1 n+1 1
lim a, = lim (n+1) - =lim(n+1)-(1-— =00:— =00.

2.78. Megoldas A szamlalot az ismert dsszegképletek seqgitségével tudjuk zdrt alakban
felirna:

;k(k+1):;k2+;k:”<n+1)6(2n+1)+n(n2+1) :n(n+1;<n+2>_

Ennek alapjan

1 2 1
lim a, = lim = lim nin + )(n+ ) = —.
n—00 n—00 n3 n—00 3n3 3

2.79. Megoldas  Teljes indukcioval beldthato, hogy a sorozat monoton névd, és feliil-
rol korldtos. Ebbol kévetkezik, hogy konvergens, vagyis létezik a

lim a, = lim a,,1 = A
n—oo n—oo

véges hatarérték. A sorozatot megado rekurziv képlet mindkét oldaldnak hatdrértékét véve
kapjuk, hogy

1
A== 4 A%
1 +
) 1 o 1
Ennek az egyenletnek egyetlen megolddsa A = 3 Tehat lim a, = 5
n—oo
2.80. 1.
2.81. 2.
2.82. 2.
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2.2.2. Szamsorok 0Osszege
2.83. 3.
k2

T € (=1, 1), tehdt konvergens.

2.84. Megoldas  Mértani sorrél van szo, q =

Osszegzése az ismert képlet segitségével torténik:

=~/ K \" 1
= =k'+1
; (k2 n 1> P2 *
k2 +1
2.85. Megoldas A sor n-edik részletosszege:

- 1 " 1
S, = = —

Az 0sszeq k-adik tagjdt parcidlis tortekre bontjuk:

1 1 /1 1
k(k+3) 3 \k k+3/)°
Ezt behelyettesitjiik, majd az dsszeget dtrendezziik:

“1 /1 1 1 "1 "1
=35 (- 713) - 5'<kﬁ_ m)

— — k=1

1 1
FEzutan a masodik szumma indexét eltoljuk gy, hogy a tagok T3 helyett z alakiak

legyenek:

Végiil - mindkét szummdbol levdlasztva a megfeleld tagokat - a kozos index tartomdnyon
vett 0sszegek kiejtik eqymdst, s igy kialakul S, zdrt alakja:

1 1 1 < 1 1 1
Sn:_' - - — -_ — —_— — — — e
3 ( 2 3 Z n+1 n4+2 n+3>
1 /1 1 1 1 1 1
S - - > 4).
3 <1+2+3 ntl n+2 n+3> (n=4)

Innen n — oo hatdratmenettel kapjuk a sor dsszegét:

i": L/ 1 1 1) 1
L= n? _n»oo?) 6 n+1 n+2 n+3) 18°
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2.86.
60
1
2.87. —.
2

2.88. Megoldas A sor n-edik részletosszege:

= 1 = 1
Sp=Y = :
;k3+3k2+2k ;k(k+1)(k+2)

Az dsszeg k-adik tagjdt parcidlis tortekre bontjuk:

1 1 /1 2 n 1
k(k+1)(k+2) 2 \k k+1 k+2/)°
Ezt behelyettesitjik, majd az dsszeget a 2.85 feladatban ldtott modon dtalakitjuk (dtren-
dezés, index eltolds, levdlasztds, kiejtés):

n

1 1 1 1 1
Sn: — . _ — — =
;2 (k k+1 k+1+k+2>

k=1 k=1 = k=1
_1.@1_%1_”; ;>_
2 \&k &k 2kl Zkd
1 (1 &K1 K1 1 1 < 1 1 1
:§'<I+k:2r;rn—+r§—§m Pt n+2>:
:1.<1_ L 1)%«»1
2 2 n+1 n+2 4

1
A sor dsszege tehdt 1

81
2.89. —.

20
2.90. 1.

399 5203

2.91. = — ést=—.

"= 922 “ "7 G660
2.92. Divergens.
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o0

1
2.93. Megoldas  Konvergens. Pozitiv tagi sor, melyet a on konvergens geomet-
n=1
riai sor majordl.

1I\" 1
2.94. Megoldas  Mivel lim (1 — —) = — # 0, tehdt a konvergencia sziikséges fel-
n e

n—oo

tétele nem teljestil, ezért a sor divergens.

2.95. Megoldas A sor divergens, ugyanis

o0 o0 o0

10 - 2 2-n+2 1
Z 2n+ >Z E 2:2'2 ’
— n?+1 n=1<n+1) —n+1

a sort tehdt a harmonikus sor minordlja, amely divergens.
2.96. Divergens.
2.97. Konvergens.

2.98. Megoldas  Divergens, mert

: 3" ) 1 1
Mg g T p w70

s igy a konvergencia sziikséges feltétele nem teljestil.

o0 3 n

2.99. Megoldas  Konvergens. Pozitiv tagu sor, melyet majordl a Z (Z) konver-
n=0

gens geometriai Sor.

2.100. Divergens.
2.101. Divergens.
2.102. Divergens.
2.103. Divergens.
2.104. Konvergens.
2.105. Divergens.
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2.106. Megoldas  Alkalmazzuk a gyokkritériumot:

o\ n \" . 1
lim = lim = lim —

ezért a vizsgadlt sor konvergens.

2.107. Divergens.
2.108. Divergens.
2.109. Divergens.
2.110. Konvergens.

2.111. Megoldas  Divergens. Ugyanis

6
()

ST AT [ S

n=3 n=3

s 1qy

Ez a harmonikus sor viszont divergens.

2.112. Konvergens.
2.113. Konvergens.
2.114. Konvergens.
2.115. Konvergens.
2.116. Divergens.

2.117. Konvergens.
2.118. Konvergens.
2.119. Konvergens.
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2.120. Konvergens.
2.121. Konvergens.

2.122. Megoldas A sor tagjai:

1 B 1
2k —1)+2  2k+1’

(ke N).

A2k

a _ = — = —
2%k—1 ( 57
Jeldlje a sor n-edik részletosszegét S,,. A pdaros indexi részletosszegek:

Sop =1+ as+ag+as+ ...+ agp_1 + a2y, =
= (a1 + a2) + (ag + as) + ... + (agn—1 + a2n) =

- - 1 1 “ /1 1
1(a2k—1+a2k)—;(—2k+1+ﬁ) —k 1 <%_2k+1)

1
1

wlr—t?

-
3

amibdl ldtszik, hogy (San) egy konvergens Leibniz-tipusi sor részletosszegeinek sorozatdval

eqyenlo. Ezért konvergens, jeloljik a hatdrértékét S-sel. A pdratlan indexi részletdssze-
gek is S-hez tartanak, ugyanis

]- n—oo
SQn—IZSQR_a2n:S2n_2_MS_OZS.
n

Ezért (S,,) konvergens, vagyis a vizsgalt sor konvergens.

Megjegyzés. A fenti feladatban szerepl6 sor példa olyan esetre, amikor a sor csupan
a monotonitas hianya miatt nem Leibniz-tipusi. Ennek ellenére konvergens.

2.2.3. Abszolut- ill. feltételes konvergencia

2.123. Konvergens.

2.124. Konvergens.

2.125. Divergens.

2.126. Konvergens.

2.127. Feltételesen konvergens.
2.128. Abszolit konvergens.
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2.129. Abszolit konvergens.
2.130. Feltételesen konvergens.
2.131. Megoldas  Vizsgdaljuk az (S,) részletisszeg-sorozat pdros indexd tagjait:

1 1 1 1 " /1 1
Sop == — — = — — . —— = )=
;T T3 5T Vn Z(’f \/E)

k=2

k
Itt alkalmazhatjuk a minordns kritériumot, ugyanis k > 4 esetén Vk — 1 > g, s ezt

felhasznalva

kT 2k oJk’

\/E—1>\/E 1

1
tovabbd tudjuk, hogy a m sor divergens. Ezért az (Sa,) részletisszeg-részsorozat

divergens, amibdl kivetkezik, hogy (S,) is divergens. A wvizsgdlt sor tehdt divergens.

Megjegyzés. A feladatban szereplé sor példa olyan esetre, amikor a sor csupan a
monotonitas hidnya miatt nem Leibniz-tipusi, és nem is konvergens.

2.2.4. Alkalmazas: Geometriai feladatok

2.132. Feltételesen konvergens.

2.133. Feltételesen konvergens.

2.134. Abszolit konvergens.

2.135. Feltételesen konvergens.

2.136. A feladat megoldasa a jegyzet 1. kétet 52. oldaldn taldlhato.
Ko =00,  Tkoch = 2\/5§a2 = %

1
2.137. Megoldas Mivel a kézépvonalak dltal meghatdrozott hdromszog §—szeres kicsi-
1
nyitése a hdromszognek, ezért teriilete 4 Seerese annak a hdromszogének, amelybe bele-

irjuk.
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2.3. dbra. A Sierpienski haromszog konstrukciéjanak 1., 2. és 3. 1épése.

Ennek alapjin a kézépvonalak dltal meghatdrozott haromszogek (beszinezett hdrom-
szogek) szama és dsszteriilete az aldbbi modon adhatd meg:

1
Az elsd dbrdn 1 db 1 teriiletd hdromszog.

1 11 1
A mdsodik d@brdn 1 db T tovabbd még 3 db 11z terileti hdaromszdg.
1 1 1
A harmadik dbrdn ugyanaz, mint a mdsodik dbrdn, tovdbbd még 3% db 125
teriiletd hdromszog.
Es igy tovdbb, teljes indukcioval megmutathato, hogy az n-edik abran beszinezett hd-

romszogek osszteriilete:

1 1
42 43 qn 4

n—1 k

1 1 1 3

n: 0.— 1-— 2._ n_l._— —_
T,=3" 5 +3" 5435 5443 > (3

A mértani sorozat elsé n tagjdra vonatkozo képlettel kapjuk, hogy az n-edik dbrdn beszi-
nezett haromszogek osszteriilete:

n—1 k n - n
1 3 1 4 3
k=0 Z -1

A kapott képlet alapjan vdlaszolhatunk a feladat kérdéseire:
a) Megoldandé a T, > 256 egyenldtlenség, azaz:

N EANE) 3\'_ 175 _ 81 3\
4 256 4 256 256 \4) °
Ebbol adodik, hogy n > 4. S6t az is ldthato, hogy n = 4 esetén egyenldség van. Tehdt

a kézépvonalak dltal meghatdrozott haromszigek (beszinezett hdromszogek) dsszteriilete a

175
negyedik abran éppen 2567 s ezt az értéket eldszor az otodik dabrdn haladja meg.
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175

2.4. dbra. A beszinezett haromszogek Osszteriilete eloszor nagyobb, mint 256"

b) A kozépvonalak dltal meghatdrozott hdromszogek (beszinezett hdromszigek) dsszte-
rilete:

lim 7, = lim(1 — (%) ) =1,

ami megegyezik az eredeti hdromszog teriletével. Megjegyzés. A feladatot egyszeriibben
18 meg tudjuk oldani, ha nem a beszinezett, hanem a fehéren maradt hdromszogek dsszte-
riletét szamoljuk. Ez a terilet mindegyik dbrdan — mint az kénnyen ldthaté — 3/4-szerese
az elézé dbran 1évd fehér teriletnek. Tehdt az n-edik dbrdn lévd fehér terilet: (3/4)".

Ebbol kovetkezik, hogy a beszinezett teriilet az n-edik dbrdn 1 — (2) :

46



3. fejezet

Valés fiiggvények
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3.1. Valos fiiggvények

3.1.1. Bevezeto feladatok
Mivel egyenl6?

3.1. sin (arcsin(x))
3.2. sin (arccos(x))
3.3. sin (2 arccos(x))
3.4. tg (arccos(a:))
3.5. cos (% arcsin(az))

3.6. sin (arc tg (2, 4))

3.7. sh(2)
3.8.  ch(3)

3.9. ch(2z), ha sh(z) = 1.

3.10. arsh(4)
3.11. arch(b)
3.12. arth(—0,6)
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Hatarozzuk meg a kdvetkez6 fiiggvények értelmezési tartomanyat:
3.13.

y=vVi+z+vVli—z

3.14.
y=v3—2x
3.15.
2z —3
y= T+ 2
3.16.
oz 1
y= x2 — 3x
3.17.
y = In(z* — 3z + 2)
3.18.
l S5z — 22
=4/ln
4 4
3.19.
. 3—2x
y = arcsin
3.20.
y = 2arccos V9 — z?
3.21.
) 2 —2x —15
Y 00+ 16
3.22.
y=In(Inz)
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Rajzoljuk meg a kévetkezo fiiggvények gorbéit.
3.23.

oz
y—x—l
3.24.
2t —2r+1
y= 2 +1
3.25.
241
y:
z
3.26.
o
y_1+x2
3.27.
1
y_1—$2
3.28.
_1+ 1 N 1
y_x r—1 x—2
3.29.
oz
Y 4 — g2
3.30.
r—1
=+
y r+1
3.31.
.ZQ
y=e
3.32.
1



3.33.

yo

3.34.
y = arcsin(sin(z))

3.35.
y = arccos(cos(z))

3.36.
y = arctan(tg (z))

3.37.

1
Yy = arctan (—)
z

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények inverz fiiggvényét.
3.38.

y=1-2zx
3.39.
y=14+z
3.40.
y=2>+1 (z>0)
3.41.
1
yzl—x
3.42.
y=va2+1 (z>0)
3.43.

y=va2—16 (z>0)
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3.44.

3.45.

3.46.

3.47.

B 1 —+1+4x
y__L+M1+4x

3.1.2. Hatarérték

Hatarozzuk meg a kovetkez6 fiiggvények hatarértékét az adott pontban.
3.48.

lim(2® — 2% — 2 4+ 1)

rx—2
3.49.
lim — (k € N régzitett)
lim - régzite
3.50.
) 23— 32244
lim
e=213 — 202+ — 2
3.51.
oot =322 +4
lim ———m8M8M8—
=2 12 — 4+ 4
3.52.
) x3 — 3
lim —M8M—
=232 —4x +4
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3.53.

3.54.

3.55.

3.56.

3.57.

3.58.

3.59.

3.60.

3.61.

3.62.

3.63.

o 2243z —-10
lim ——mM——
=2 32 —x —2

xt 4 322
im-—
z—0 7% + 23 + 212

x2 —6x+8
im ——m—
z—4 32 —Hhr +4

. 8r3 — 1
11m2—
e—3 60 —dr +1

-2 —x+1

z=1 34+ —2

(n € Z régzitett)

. 1 3
lim —
=1 \1—2 1—23

_ 1 4
lim —
=0 \x—1 23—-1

o1+ -1
lim ———

z—0 x




Hatarozzuk meg a kévetkez6 fiiggvények hatarértékét az adott pontban.
3.64.

Va2 + 3x

lim .
=00 v/ 3 — 22
3.65.
i Va2 —6+ Jx
im
z—o0 Va7 + 1963 — /7
3.66.
. Vi+z+a22 -1
fiy
3.67.
o oV3+ax+a2—V9 -2z + a2
lim
z—2 2 — 3z + 2
3.68.
2 _
lim x \/E
z—1 €T — ]_
3.69.
V14 —V1+ 22
lim
z—0 Vi+x—1
3.70.
lim (Va2 +1—x)
Tr—r0Q0
3.71.
lim (Va2 + 1 — Va2 — 1)
Tr—r0o0
3.72.

lim x (\/JT—H— x)

T—r00
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3.73.

’ Vat4+1-1
m ——
=0 \/12 4+ 16 — 4

3.74.
o Vr24+1-1
lim —M
z—0 xQ
3.75.
DoVl +1 -1 —-22
lim
z—0 T + 12
3.76.
I Sz
m
=11+ —+1—2
3.77.
o Vr—1-2
lim ——
r—5 x—>5
3.78.
lim Y2 2-v-e
r——1 ,S/Q; + 2 — \3/—_x
3.79.

/T — 1
fi V2L

=1 —1

Hatarozzuk meg a kivetkez6 fiiggvények hatarértékét az adott pontban.
3.80.

lim sin(bx)
z—0 €
3.81.
. sin(mz) ey
lim ., n,m € N rogzitett.
z—0 nx
3.82.
sin(ax)

2 Sin (o) a,be R, b#0 rogzitett.
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3.83.

3.84.

3.85.

3.86.

3.87.

3.88.

3.89.

3.90.

3.91.

3.92.

lim sin(2z)
=0 tg(z)

1—

lim cos(x)
z—0 {[2
lim 1 — cos(x)

. ( 1 1 )
lim | — -
»—0 \sin(x) tgaw

fo g — s
i 8% sin(x)
x—0 ,ZE?’

lim 1+ S%n(x) — cos(x)
=0 1 — sin(x) — cos(z)

— 3
lim 1 — y/cos(z3)

=0 1 — cos(x)

lim (tg (2x)) - tg (E - x)

=7 4

2sin?(x) + sin(x) — 1

ml—r:% 2sin?(r) — 3sin(z) + 1
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3.93.
i £ s%n(Q:z:)
=0 x + sin(3z)

3.94.
_ 2
lim (1 COS,(J;»
z—0 tg 3z — sin’(x)
3.95.
i 2sin(x) — sin(2z)
z—0 3
3.96.
n ()
sin (z — —
lim —=——02
g ( )
— —cos(x
5~ cos
3.97.
r
cos — — sin —
lim —2 2
a2 cos(x)
3.98.

o VIT ) — /T g ([

20 sin(x)

3.1.3. Fiiggvény derivalas

Hatarozzuk meg a kovetkez6 fiiggvények derivaltjat.
3.99. f(x)=4a®—2*+7

3.100. f(x) = (2% — 3)sin(z)

3 +3
(22 + 2 + 1) cos(x)

3.101. f(x) =
3.102. f(x) = sin®(2)
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3.103.  f(z) = sin(a?)
3.104. f(x) =sin(z* — 5z + 8)

1
3.105. f(z)=(z*—6x+1)°% tg—
T

3.106. f(z) =

3.107.  f(z) = tg?(z?)

3.108. f(x) =sin®(

3.109. f(z) = 105"
3.110. f(z)=e"
Hatarozzuk meg a kdvetkezo fiiggvények derivaltjat.

3.111.  f(x) = m*@)

3.112. f(z) =/z/x/x
3.113.  f(x) = /sin(x?)

1
3.114. T) =
1+tg3x

3.116.  f(z) = /Ig(1 + sin*(22))
3.117.  f(z) = sh[z® —In(z + 7)]

1+thx
3.118. f(r) =/

3.119. f(x) = 25acsine
3.120. f(z) = arcsin /1 — 22
3.121. f(z)=archyz+1
3.122.  f(z) = e the?

3.123.  f(x)= Y/2— Yz
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Hatarozzuk meg az alibbi implicit médon megadott (y = f(x)) fiiggvények
derivaltjat.
3.124. 22+ =1

sin(xz) = sin(y)
cos(y)  cos(z)

3.126. 23+ 43 — 3axy =0

3.127.  (z —1)cos(y) + cos(2y) =0
3.128.  y* =Y

3.129. f(z) =z + arctg f(z)
3.130. f(z)=(1+2)t=

3.125. =1

3.1.4. Taylor polinom

Irjuk fel az aldbbi fiiggvényeknek a megadott z; helyhez tartoz6, megadott
rendii Taylor polinomjat.

3.131.
flx)=Inz, xzy=-e, Ty(z)="
3.132.
flz)=¢", my=2, Tyx)="
3.133.
m
flx) =tg(z), =z0= 1 Ty(x) =7
3.134.
flz) =sin(z), z0= %, Ts(x) =7
3.135.
1
flz) = 5 sin(3z), wo=1, Ty(z)="?
3.136.
f(x) =23 — 622+ 11z — D, xp=2, T3(I) =7
3.137.
flx)=2+2>=32"+72°% =mo=1, Ty(x)="
3.138.

f(;[;) — :L‘5 — 1’4 — 21’3 + 3[L’2 + 4x + ]-07 Ty = 17 T5(‘T) =7
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frjuk fel az alabbi fiiggvények xry = 0 helyhez tartoz6, megadott rendii Taylor
polinomjat.

3.139.

flz)=e*, Ty(z)="
3.140.

f(a:):%sin(?)x), Ty(x) =2
3.141.

(@) = cos(22), Ta(z) =2
3.142.

f@) = arctge, Ty(z) =2
3.143.

f@) = In(1+2), T(x) =2
3.144.

fl@) =1 +2)% T(r)=?

3.145.  Mekkora hibdt kévetink el, ha az y = sin(z) figgvény értékét a [0, 1] interval-
lumon a

Taylor polinommal kézelitjik?

3.146. Hatdrozzuk meq az e szam értékét két tizedesjeqy pontossaggal Taylor polinom
segitségével!

3.1.5. Hatarérték meghatarozasa L’Hospital szaballyal

3.147. 1m sin 3
=0 tg dx
3.148. lim 18(%) —1+cosdz
z—0 et —e
to (2) — 1
3.149. lim 8@ 1

e—%  sindx
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3.150.

3.151.

3.152.

3.153.

3.154.

3.155.

3.156.

3.157.

3.158.

3.159.

3.160.

3.161.

3.162.

3.163.

3.164.

e’ —1

250 sin(x)

i
- sin(z)

li ) =
2—0 x — sin(z)

x — sin(x)

lim 5
e=0e? — 1 —x — %
In’(1 — sin’
limn( + ) —sin“x

z—0 1— ef"E2

. sin(z) — wecs@
lim :
=0 1 — sin(z) — cos(z)

Inz
im ————
=0 In sin(x)

1
lim ny

T—00 \?/E

lim - sin © (a € R rogzitett)

Tr—r00 X

) 1

lim z (e —1
Tr—r0o0

. 1 1
lim 5 T o2
z—=0 \ T sin“ x

1
lim (ctg:v — —)
z—0 xT

lim (sin(z))"

jus
27—)2

. . t
lim (arcsin z)' )
z—0

lim (tg (2))*"

jus
$—)2
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1 tg (z)
3.165. lim (—)

x—0 \
3.166.
<:c + 1)’”
lim
z—ooo \ . — 1
3.167.
lim < L >
3.168.
(233 + 1>x
lim
z—=oo \ o — 1
3.169.
x?—1 &
i ()
3.170.
) I
lim (1 + —2)
T—00 x
3.171.

lim (1 + tg (z))°®"

z—0

3.1.6. Sikbeli gorbe érintoje

3.172.  Hatdrozzuk meg az y = 3z — x° parabola xy = 1 abszcisszdji pontjahoz hizott
érintdjének egyenletét!

3.173.  Hol metszi az y = Inx gorbe x = e abszcisszdajiu pontjihoz huzott érintdje az x
tengelyt?

3.174.  Hatdrozzuk meg az y = tg (z) gorbének azt a pontjdat, melyhez tartozo érintd
pdrhuzamos az y = 2x — 5 egyenessel!

3.175.  Hatdrozzuk meqg az y = x® — 62 + 1526 gérbének azokat a pontjait, melyekben
az érintd pdarhuzamos azy = 6(x — m) egyenessel!
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3.176.  Bizonyitsuk be, hogy az vy = a® gorbe (ahol a > 0 adott) bdrmely pontjihoz
hizott érintoje és a koordindta tengelyek dltal alkotott hdaromszdg teriilete fiiggetlen az
érintési ponttol!

3.177. frjuk fel azy = tg (z) gorbe x = % abszcisszdji pontjahoz tartozé normalisanak

egyenletét. (A figguény girbe P pontjihoz tartozé mormdlisa az az egyenes, amely a
ponthoz hizott érintére merdleges.)

3.178.  Hatdrozzuk meg az y* — 32% — 4zy + 3 = 0 implicit alakban adott fiigguény
gorbéjének x = 1 abszcisszdaji pontjaiban az érinto és normalis eqyenletet.

3

1
3.179.  Keressiik meg az y = gsz: — 2% + 1 gorbe azon pontjait, ahol

a.) az érintdé pdrhuzamos az x tengellyel
b.) az érintd az x tengely pozitiv irdnydval +45°-o0s szdget zdr be.

3.1.7. Széls6érték szamitas

3.180. Hatdrozzuk meg az y = x® — 12x fiigguény lokdlis szélséértékeit!
3.181.  Hatdrozzuk meg az y = zhe= fiigguény lokdlis szélséértékeit!
3.182.  Keressiik meg az f(z) = 2* — 92 + 15z — 3 fiigguény

a) lokdlis szélsbértékeit,
b) abszolit szélséértékeit a [0; 2] és a (0; 2) intervallumokon.

1

3.183.  Keressiik meg az f(x) = x + — fiigguény
x

a.) lokdlis szélséértékeit

1
b.) abszolit szélséértékeit az [5, 2] intervallumon.

3.184.  Keressiik meg az f(x) = 2 Inz fiigguény

a.) lokdlis szélséértékeit

b.) abszolit szélséértékeit az (0; 1] intervallumon.

3.185.  Hatdarozzuk meg az R sugari korbe irt legnagyobb teriileti téglalapot.
3.186. Hatdrozzuk meqg az R sugari gombbe irt legnagyobb térfogati hengert.
3.187.  Hatdrozzuk meg az R sugari gombbe irt legnagyobb térfogati kipot.

3.188.  Hatdrozzuk meg az eqy literes, felil nyitott legkisebb felszinid hengert.
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3.189.  Egyenld szélesséqii harom deszkdbdl csatorndt készitink. Az oldalfalak milyen
hajlasszoge mellett lesz a csatorna keresztmetszete mazimalis?

3.190.  Hatdrozzuk meg a h alkotoju kupot kozil azt, melynek a térfogata legnagyobb.

3.191. Egy a szélességi csatornabol derékszogben kinyulik eqy b szélesséqii csatorna.
A csatorndk falai egyenes vonaliak. Hatdrozzuk meg azon gerenda legnagyobb hosszit,
amely az eqyik csatorndbol dtcsusztathato a mdsikba.

3.192.  Keressiik meg az y*> = 8z paraboldnak azt a pontjdt, amely a (6,0) ponttdl a
legkisebb tavolsagra van.

3.193.  Feltssziik, hogy a gozhajo energiafogyasztasa a sebesség harmadik hatvanydval
eqyenesen ardnyos. Keressiik meg a leggazdasdagosabb ordnkénti sebességet abban az eset-
ben, ha a hajo ¢ km/dra sebességi viz-sodrdssal szemben halad.

3.194. Az A és B pontok a ill. b tdvolsagra vannak a faltol. Melyik a legrévidebb it
A-bol B-be a falat érintve?

LSS

3.1. 4bra.

3.195. 200 m hosszu drotkeritéssel szeretnénk maximalis teriletet kézrezdrni, mikéz-
ben csatlakozunk egy mdr meglevé 100 m hosszi kdfalhoz. Mekkordk lesznek a kert olda-
lai?

3.196.  Keressiik meg a 412 +9y? = 36 ellipszisnek azt a pontjdt, ami a P(1,0) ponthoz
legkdzelebb illetve legtavolabb van.

3.197.  Egy derékszogi hdaromszdg alaki telek egymdasra merdleges oldalai
100 m és 200 m. Az dbra szerint rdaépitett téglalap alapi hdz alapterilete mikor lesz
maximalis?
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TAL

3.2. abra.

N

HAZ l

3.3. dbra. 3.197. feladat.

3.198.  Egyr sugari félkorbe irhato téglalapok koziil melyik teriilete maximalis? Melyik
tertlete minimdlis?

3.199. Egy fapados repiildgépen 300 tilohely van. Csak akkor inditjak a jdratot, ha
legaldbb 200 dilohely foglalt. Ha 200 utas van, akkor eqy jegy dra 30e Ft, és minden egyes
plusz utas esetén a jegydrak egységesen csékkennek 100 Ft-tal. Hdny utas esetén lesz a
[égitdrsasag bevétele maximdlis illetve minimadlis?

3.200. Adott T teriileti téglalapok kiizil melyik keriilete a minimdlis?

3.201. Egy x hosszi drotbol levagunk eqy darabot, négyzetet csindlunk beldle. A ma-
radékot kor alakira hajlitjuk. Mikor lesz a két alakzat 6ssz-terilete maximdlis?

3.1.8. Fiiggvényvizsgalat
3.202.  Vizsgdljuk és dbrdzoljuk az f(x) = x* - Inx figguényt!

Vizsgaljuk az alabbi fiiggvényeket.
3.203. f(x) =22 — 92% — 24z — 12

X

3.204. f(r) = —
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3.205.

3.206.

3.207.

3.208.

T
fla)=e™
£L‘2

J(x) = r+1
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3.2. Megoldasok. Valéds fiiggvények

3.2.1. Bevezeto feladatok

3.1. T
3.2. V1—2a?
3.3. sin(2 arccos z) = 2sin(arccos z) - cos(arccos z) = 2xv/1 — 22
-
34. YT
T
1+ V1 —a?
3.5.
2

t 12
3.6. sin(x) = &, sin(arctg2.4) = —

1+ tg%x 13

2 _ -2

3.7.  sh(2) = % = 3.627

3.8.  ch(3) = 10.068

3.9. ch(2z) = ch®x +sh®r =1+ 2sh®’z =3, hashz = 1.

3.10. Megoldéds ar shz = In(x + /22 + 1), ezért ar sh4 = In(4 + /17) = 2.094
3.11. Megoldas  ar chz = In(z & V2211), ezért

ar ch5 =1In(54v24) = In9.8999 = 2.292
= In0.101 = —2.292

1.1 1. 04
3.12. Megoldds ar thz = 5 In . i y’ ezért ar th (—0.6) = 5 In 16 = —0.693.

3.13. Megoldas A 1+ x+ 1 — x kifejezés azokra az x értékekre van értelmezve,
melyek esetén a négyzetgyokjel alatti kifejezések nem megativak, azaz, ha 1 +x > 0
és 1 —x > 0. Ezt az egyenldtlenség rendszert megoldva kapjuk, hogy az értelmezési
tartomadny: —1 <z < 1.

3.14. z <

[\CRGV]
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3.15. xeR\{2}
3.16. zeR\{0, 3}

3.17. Megoldas A logaritmusfiigguény értelmezési tartomdanya a pozitiv szamok hal-
maza. Ezért fiigguényiink pontosan az x* — 3z + 2 > 0 feltételnek eleget tevd wvalds
szamokra van értelmezve. Az egyenlitlenséget megoldva azt nyerjik, hogy az értelmezési
tartomdny: x € R\ [1,2]

I—.TZ

3.18. Megoldas A logaritmus mdogott pozitiv szamnak kell dllnia, ezért > 0.

51 — 2
Tovdabba a gyokjel alatti szamnak nem- negativnak kell lennie, ezért In < ‘ 1 ’ > > 0.

> 1. Bzért: 1 < x < 4.

S — x2

E két feltétel egyiittese pontosan akkor teljesiil, ha
3.19. -1 <z <4,

3.20. —3< < -8, V8<ux<3.

3.21. —o<r<—3, 2<x<b, 8<x<oo.
3.22. 1<z <oo.

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.

3.31.

3.32.
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3.33.
3.34.
3.35.
3.36.
3.37.

Racionalis tortfiiggvényeknél az dbrazolas elott hatarozzuk meg, hogy hol lesznek a gor-
bének a koordinata tengelyekkel parhuzamos aszimptotai.

Ahol egy tortfiiggvénynek a nevezije zérus, ott pélusa van. Itt fiiggéleges aszimpto-
tdja van. A vizszintes aszimptota helyét a fiiggvény végtelenben vett hatarértéke hata-
rozza meg.

(a) 3.23. feladat (b) 3.24. feladat
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3.38.

(c) 3.25. feladat

(e) 3.26. feladat

il
. 1 z x
-4,
>
(d) 3.28. feladat
(f) 3.31. feladat
25 \\\

(h) 3.32. feladat
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3.39.

(i) 3.27. feladat (j) 3.30. feladat

(k) 3.34. feladat (1) 3.37. feladat
\\ 0.6 i
Vo /
‘|| 0.4 II|
\ /
t.z III'
/

(m) 3.33. feladat

y=x—1.
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3.40. y=+vx—1.

x—1
3.41. Y=
x
3.42. y=va3—1.
3.43. y = Va2 + 16.
3.44. y=3—212%
3—x
3.45. = .
J x—2
1
3.46. Yy=x+ —.
x
x
3.47. =
SRR CESTE

3.2.2. Hatarérték

3.48. 3.

3.49. +00 ha k paros, balrol —oo, jobbrol +o0o ha k paratlan.
3.50. 0.

3.51. 3.

3.52. 00.

3.53. Megoldas Az (x — 2) gyoktényezdt a szamldalobdl és a nevezébdl is kiemeljiik,
majd eqyszerisitink:

22 +3x—-10 . (z—2)( r+5 2+5 7
lim —————— = lim = lim = — = —
e=2 22— —2  a-2(x—2)(z+1) 2-224+41 241 3
3

3.54. —.
2

3.55 2

.55. 3

3.56. 6.
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3.57. 0.

3.58. n.
3.59. —1.
3.60. 0.

3.61. Megoldas Helyettesitsiik /1 + x-et u-val. Ekkor /1 +x =u és x = u® — 1.
Ha v — 0, akkor u — 1, tehdt

. Vl+z—-1 . u-—1 . u—1 , 1 1
lim ——— = lim —— = lim =lim ——— = -.
20 x u=lyd =1 w=l(u—1)(w?+u+1) wa1w?+u+1 3

3.62. Megoldas x = u'® helyettesités alkalmazdsdval

. 1+ .14+ o out—wd i —u+1 5
lim ——— = lim —— = lim = —.
z——-11+ \5/5 u—s—114ud  u—s—1 w2 —u+1 3
1
3.63. —.
n
3.64. 1.

3.65. Megoldas Mivel x — 00, ezért a nevezd domindns tagjdaval, azaz 270 -nel eqysze-
rusityik a tortet:

1
A i) LR
Vat—6+r  (2*—6)5 +as __ x®

VaT +1963 — /T a1 +1963 — a2 1+ 198 _ g5

x 10

2 2 1o
2 — 6\ 30 N n 1 1 30 N n
_ T~ 30 —_— = — xr 30
21 201 g2l (z—00)

C141963-2 1 —2 5 1419632710 — -

3.66. Megoldas A szamldlot és a nevezdt egyardant szorozva (\/1 +x+ 22+ 1)-61, a
kifejezés értéke mem wvdltozik. Viszont a szdmlalobol eltinik a négyzetqyok jel, és ezt
kovetden a kifejezés eqyszerisithetd x-el. fgy az ismert (a+b)(a—b) = a>—? dsszefiiggést
haszndltuk ki.
Négyzetqyikaos kifejezések esetén hasonloan szoktunk eljdrni mdskor is.
Vi+r+a22-1 Vitao+a2—-1 Vi+o+a2+1

lim = lim

z—0 €T z—0 €T .,/1_|_x_+_x2_|_1_

. l+x+22-1 1+ 1
= lim =

lim = -
=0z (Vidto+a2+1) =0/l4+z+224+1 2

Wl
Sl

> 0

utl=
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3.67. —.
2

3.68. Megoldas
?—\x -z \/5—1-1_1. (z* —2)(v/x + 1)

lim —— =1 =
$1_>Hi r—1 :c1—>H{ r—1 \/54_1 $1_>rr%(x_1)(x2+\/5)

@+ + (VY +1)
= lim
z—1 2 + \/E

Ebben a példaban ugyanaz a kifejezés volt a négyzetgyokjel alatt mind a két helyen,
tehdt az elézbekben emlitett példa mddjdra gy is eljarhattunk volna, hogy x = u? helyet-
tesitéssel oldjuk meg a feladatot. Az itt bemutatott mddszer azonban dltaldnosabb esetben
15 alkalmazhato.

=3.

3.69. Megoldas

i Vitz— 1+ 22 Y l+z—-1-2%) - (V1+ax+1)
im =

= lm g
-0 Vi+zx—1 =0 (V1+z+vV1+22) (1+x-1)
I 1—-2z)-(V1+2+1) 1-2 .
= lim = = L.
e=0 14+ ++/1+ 22 2
3.70. 0.
3.71. 0.
1
3.72. —.
2
3.73. 4.

3.74. Megoldas  Alkalmazzuk az v = /22 + 1 — 1 helyettesitést. Ekkor * = u® — 1,
s ezzel

Vaz+1-1 ou—1 ) u—1 1 1
l— n

= lim =1

20 x? uslud —1  w=l (u—1)- (w2 +u+1) el @ tutl 3
1
3.75. —.
2
)
3.76. —.
V2

4



1
3.77. —.
4
3.78. §
2
3.79. §
3
3.80. 5.

3.81. Megoldas

. sinmzx . sin mx mx m m
lim = lim — =1 = —.
mx nT n n

3.82. Megoldas

sin ax sin ax

. sin ax . ax - = a . o a 1 a
im =lim ——% = — . lim =% = — . - = —,
z—0 sin bx z—0 b - _5121;1 b z—0 —SIZ;I b 1 b
3.83. Megoldas
in(2 in(2 in(2 2
lim sin(22) = lim M = lim(cos(x)) - Sl.n( ?) =1--=2.
=0 tg () z—0 Sm((z)) z—0 sin(x) 1
3.84. 1.
3.85. Megoldas
. l—cos(z) . (1—-cos(z)) (1+cos(x)) .. 1 — cos?(z)
li = lim = =
=0 12 20 22 - (14 cos(x)) 2—0 22 - (1 + cos(x))

sin? () . (sin(x) 1 1
= lim . = —.
=0 22 - (1 4+ cos(z)) =0 x 1+ cos(x) 2

3.86.

N | —

3.87. Megoldas
1 1 1 1—
lim ( — ) = lim ( - — C?S(@n)) = lim ——— cos(z) =

=0 \sin(z)  tg(z) =0 \sin(z)  sin(z) =0 sin(z)
1-— 1
T e S P
z—0 x? sin(x) 2



3.88.

N —

3.89. —1.
3.90. Megoldas

. 1—Jcos(z?) . 1 — cos(z?)
lim ————~ = lim =
2=0 1 — cos(x) 20 (1 — cos(z)) - (1 + y/cos(z3))
1 — cos(z?)
. (23)? 4 1 % 1
= lim T ==.0-—=0.
=0 1 — COS(.T) 1+ /COS(2E3> % 2
22
1
3.91. -
2
3.92. —3.
3.93. Megoldas
r—sin(2z) - o) . on B
2=0 T +sind3r 20 :c—i—Sig%-Bx N
sin(2x)
b Ty P 1-1-2 1
G 1+Sin3x-3 C14+1-3 4
3x
3.94. 00
3.95. Megoldas
lim 2sin(x) —Ssin(Qx) — lim 2sin(x) — 2 sg)in(x) cos(z) _
x—0 T z—0 x
lim 2. S0 1—(:(2)8(1:) _9.1.io
z—0 X X 2
3.96. 2.
3.97. Megoldas
xr . T X . X
COS§—SIH§ COS§—SH’1§
lim —=—= = lim =
e—3  cos(z) a5 cos? = — gin? g
. 1 1
”}LH% cosm +Sinx - cosw—i—sinﬂ -t
2 fa— fa— p— —
2 2 2 2

3.98. 1.
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3.2.3. Fiiggvény derivalas
3.99. f'(z) = 122% — 2.

3.100. f'(z) = 3z - sin(x) + (23 — 3) - cos(x).

3.101. f(z) = 32%(2® + x + 1) cos(x) — (2 4 3)[(22 + 1) cos(z) — (2° + x4 1) sin(x)] .

(22 + x + 1) cos?(x)
3.102. f(z) = sin(x) - sin(z) tehdt

f'(z) = cos(x) - sin(x) + sin(z) - cos(x) = 2sin(z) cos(z) = sin(2z).
3.103. f'(x) = cos(x?) - 2.

3.104. f'(x) = (2x — 5) cos(z* — bz + 8).

1 —6x+1)°
3105, f'(x) = 6(z" — 6z + 1) (42° — B)g - — . .
X < COS p

3.106.  f'(z) = —4a?sin(z!) - (2 + sin” x) — 3cos(a) sin*(x) - cos(z)

(2 + sin®(z))?
2tg (2?) 4atg (2?)
3.107. "(z) = Oy = o\ )
f (ZL’) COSQ<CC2) COSQ(xz)
1+ 22 1+22 2wtg2r — 2
3.108. f’(;ﬂ) = 3sjn2( T ) . COS( +z ) . (.Z' g Iz cos 2:1:).
tg 2 tg 2x tg “2x

3.109. f(x) = 102" . In10 - cos(2?) - 322 = 3(In10)22 - 105+ . cos(z?).

2

3.110. f(x) = —2xe™™".

3.111. f'(x) = 7@ In 7 - cos(x).
7 o 7T 1
3.112. f(z) = x5 tehdt f'(z) = 3T *

3.113. f'(2) = %((?)

1 1 T

- : N . —
P11 2/E 1 @ 1P

3.114.  f(2) =

7



, 1 [ 221 3 (2 —1) — 2z(1 + tg3x)
3.115. @) =3 R 1) .

3.116. Megoldas
4sin(2x) cos(2x
o - (20)cos20)
24/1g(1 + sin®22) - In(10)
B sin4x
V1g(1 + sin? 2z) - In(10)

(1 +sin?27) =

- (1 +sin? 22).

3.117. f'(z) = ch[z® —In(z +7)] - (32% — Py 7).
3.118.  f/(x) = m

3.119. fla)= 2 25:;%1“2

3.120.  f(z) = —ﬁ.

3121, fl(x) = ! ! =

Jorripo1 WAl 2Prs

3.122. Megoldas  Mivel ar th (z) = %ln (1%—_90) , ezért
-z

sz gl L (1) L

o (2 —yne\ 3) (V)
3.124. Megoldéas Derivaljuk mindkét oldalt: 2z + 2yy’ = 0, innen: y' = _z
Yy

3.125. Megoldas Derivaljuk mindkét oldalt:

cos(z) cos(y) + v sin(z) sin(y) N y' cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y)

cos?(y) cos?(z) =0

Innen:
cos(xz)  sin(z)sin(y)

S esl) ol
sin(z)sin(y)  cos(z)cos(y)

cos?(y) cos?(x)
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3.126. Megoldas Derivdljuk mindkét oldalt:

32% 4 3y%y' — (3ay + 3axy’) = 0.

2
/. e a/ : y - x
Innen dtrendezéssel: y' = — -
y? —ax
cosy

3.127. Y

- 2sin2y + (v — 1) siny

3.128. Megoldas Vegyiik mindkét oldal logaritmusdt: x1n f(z) = f(x)Inz.

Derivdljuk mindkét oldalt: In f(z) + %f’(az) = f'(x)Inz + @
Innen azt kapjuk, hogy

f(@)? — xf(z)In f(z)

22 —zf(x)lnz

fz) =
3.129. Megoldas f'(z) =1+ ﬁ

3.130. Megoldas Mindkét oldalnak a logaritmusdt vesszik: In f(x) = (1 —z)In(1l + z).
Aztdn — mint implicit fligguényt — derivdljuk:

b
f(x)

Innen dtrendezéssel azt kapjuk, hogy

l1—2z
142

fll@)=—-In(1+z)+

l1—=x

flw) = (1+2)' " (5

e In(1 + x)).

3.2.4. Taylor polinomok
3.131. Megoldas A Taylor polinom képlete szerint:

f/ e f// e 9 f/// e 3
%(w—e)%—%(m—e) +$<x—e) 4

A fenti képletbeli szamitdsok: f(e) =1lne =1. A derivdlt

FW(e)

4
4! '

Ty(z) = f(e) +

(z —e)
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f///(x) — 57 f///(e> — ;7
2-3 6
4 4
f()(x)_—?a f()(e)__ej-
fgy a keresett polinom:
U VR WIS ST RS B
Ty(x) =1+ e(x e) 502 (r—e)* + 35 (x —e) 10 (x —e).
3.132.
Tu(z) = 2[1 + ~ 2) 4 = 2 4 2 2 4 1 2)*
i(z) = €7 +ﬁ($— )+§($— ) +§($— ) +a(l’— )l
3.133.
B 2 T 4 T.o 16 T3
Tg(x)—l—I—I!(x 4)+2!(x 4) —|—3!(x 4) .
3.134. Megoldds f(z) —sin(x),  f(&) = —
.134. x) = sin(x), )=,
g 1 NG
@) =cos(@). (=
x) = cos(z), =5
@) = —sin(e),  f1(0) =
x) = —sin(x), 1) = 5
f/l/( ) _ ( ) f/l/(z) _ __1
x) = — cos(x), =5
Tehdt a keresett polinom:
1 1 s 1 T 1 T
—— .1 s I N N VA _T\3
3.135. Megoldas
, 3cos(3 3%sin(3
2 Ty(a) = sin(3) + 2o (g 1) - T g
33 cos(3) 3*sin(3)
30 (x —1)° 1 (z —1)*
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3.136. Megoldas f(x) = 2® — 62% + 11x — 5, f(2)=1.
f'(z) = 3z* — 12z + 11, f(2)=-1
f'(x) = 6x — 12, f(2)=0
f///(x) — 6’ f///(2) — 6 .

Tehat a keresett polinom:

1) = 1)+ D202 4 T2 DB gy
N NS R B P ALY

1! 3!

Megjegyzés: Mivel az n-ed foki polinom megegyezik barmely helyen felirt n-edfokd Taylor
polinomjaval, ezért

2} — 62’ +1lr —5=(r—2)°— (x —2) + 1.
Természetesen ez az azonossdg elemsi uton s ellenorizheto.

3.137. Megoldas

T(z) 7+29(z — 1)+ 76(x — 1)> + 110(z — 1)* + 90(z — 1)* +

+ 39(x —1)° + T(x — 1)°.

3.138. Megoldas Tys(x) =6+5(x— 1)+ (x—1)*+4(z —1)* +4(z — 1)* + (z — 1)°.

4 2
3.139. Megoldas Ty(x) = 1+ 2z + 22% + §I3 + §x4.

1

3.140. Megoldas f(z) = 5 sin 3z, f(0)=0.
3

fl(x) = 5 cos 3z, f1(0)==

32
f(z) = ) sin 3z, f"(0)=0

3? 33
[ (z) = — 5 cos 3z, 1"(0) = -5

4
f@(z) = 37Sin 3, f@0)=0

3° 3°
fONz) = = cos 3z, f9)0) = 5
6

fO(z) = & sin 31, fO0)=0
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Tehdt a keresett polinom:

f) — f"(0) f"(0) F9(0) F®(0) F9(0)
To(@) = f(0) + e+ = x® + 3 z® + 1 at+ 3 z° + A 2% =
3 3 3°
_ 2 Vo2, "92.3, Ya, 3.5, Y e6_
—0+1!:L’—|—2!3: + 3l x +4!x +5!w +6!£E =
1 9 5 81 ;
= 2[3x 5% —|—4Ox].
2
3.141. Ts(z) = Ty(x) =1 — 22* + §x4.
3.142. Megoldas f(x) = arctgz, f(0)=0
"(2) = —— '0)=1
o= O
" x 1
- 0)=0
@)=~ 0
() = _2(1 + 2%)? — 8x2(1 + 2?%) _ 612 — 2 7 £7(0) = —2.
(14 22)4 (14 22)3
Tehat a keresett polinom:
2 3
Tg(.’ll'):l’—i.?? =T 5
3.143.
2?2 3 a2t "
T.(x)=20——+ — — — )
(r)==x st3 -t +(—1) p
3.144. Megoldas
a ala—1) ala—1)(a—2)
T,(x) = 1+ﬁx+ 5 r? + 30 3+
ala—1)...(a—n+1
PN R )

(1) (3) e ()7 og (i)

3.145. Megoldas A felirt polinom hatod fokunak is tekinthetd, ezért az elkivetett hiba
F(€) o _ I=cos(@lel] _ 1 _ 1

L2/ < <5-1073
77 5040 5040 ~ 5000 ’

| Ro()] =

mert | — cos(§)| < 1 bdrmilyen & esetén, és a 0 < x < 1 feltevés miatt |z| < 1. Ha
tehdt a 0-tdl 1 radidnig (= 57,3°) terjedd szigek sinusdat az elébbi dtédfoki polinommal
szamitjuk ki, akkor a hiba 2 tizezrednél kisebb.
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3.146. Megoldas Az e szam két tizedes jegy pontossiggal valo megkozelitése azt je-
lenti, hogy megkeressiik a két tizedes jeggyel felirt tizedes tortek halmazdabol azt az elemet,
amely az e szamhoz legkozelebb esik. Ez a halmaz: {k-0.01 | k € Z}. Mivel két ilyen
szomszédos tizedes tort tdvolsdga 0,01, ezért célszerinek tinik, hogy az e szdmot eldszor

—+0.01 =5-1073 pontossdggal kézelitsiik meg raciondlis szammal, majd ebbdl probdljuk
meq kikovetkeztetni, hogy az emlitett “szazados” skalan melyik elem esik hozzd legkdzelebb.

Az e szamot az f(x) = €* (z € R) figguény x = 1 helyen vett helyettesitési értéke
adja. Ezért a feladat most olyan n € N keresése, melyre

le = Tu(D)] = |f(1) = Tu(1)] <5-107%.

A Taylor-formulat x = 1 esetén alkalmazva kapjuk, hogy van olyan 0 < & < 1 szdm,
melyre

"1 FOED(€) et
HD-T,1)=f1)-) —=——2.1""=_— >0
=T = W) =5 (n+ 1) CESI
k=1
A€ <1, e <3 becsléseket alkalmazva kapjuk, hogy
3 1 3
0<f)-Ty(1)= ——— <« < (3.1)

(n+1! " (n+1)!  (n+1)!’
ezért elég megoldani a

-3

eqyenliotlenséget. Ez az eqyenlotlenséqg egyenértéki azzal, hogy
(n+1)! > 600,

amibol kiolvashato, hogy n > 5. Nézziik tehdat pl. azn =5 esetet:

1 1 1 1 1 8,15
Ts(l)=1+—=+—=-+—-+—+—-=—""+-=2,71
=1 gty g g g~ 70066
Rendezziik dt az (3.1) becslést:

3
(n+ 1)1

T.(1) < f(1) < T,.(1) +
majd alkalmazzuk n = 5-re:

3
2,716666--- < e < 2,716666 - - + 6= 2,72083333. ..

Ebbol mar lathato, hogy a "szdazados” skdlan az e szamhoz a 2,72 tizedes tort esik legko-
zelebb, tehdt az e szam két tizedes jeggyel felirt kozelitd értéke: 2,72.
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3.2.5. Hatarérték meghatarozasa L’Hospital szaballyal
3.147. Megoldas

. sin3w . 3 cosdxr . 9 3
lim = lim ———— = lim — cos3z cos”dx = —.
=0 tg dx z—0 2 z—0 5 5
cos® bx
1
3.148. —.
2
3.149 L
.149. 5
3.150. 1.
3.151. Megoldas
. ef—e " =2z . ef e =2 . et —e” . P +e®
lim—— =lim———— =lim—F = lim ——— = 2.
2=0 x — sin(x) 20 1 —cos(r)  =-0 sin(r)  z-0 cos(x)
3.152. 2.
3.153. 1.
3.154. 0.
3.155. e—1.
3.156. Megoldas
Inx , e . sin(x) cos(x)

= 1.

_nr — lim )y
250 Insin(x) P50 5@ gh0 g cos(x) 250 cos(z) — xsin(z)

3.157. 0.
3.158. Megoldas

. .a . sin% ) (—;%) - Cos 7
lim z -sin — = lim T :hm—lz
T—>00 X r—o0 = T—00 —=

xT X

i a
= lima-cos—=a-cos0)=a
T—00 €T

3.159. 1.

3.160. —=.

84



3.161. 0.
3.162. Megoldas

lim (sin(z))® @ = lim e(t8 @) (nsin(@) — 0 — 7

jus jus
1’—)2 2—)2

Itt felhaszndltuk, hogy

cos(x)
. . B Insin(x) sin(z)
;l_%(tg (z)) - (Insin(z)) = on:  ctgw ;1_1% -1
sin? x

= a}g]%(— sin(z) cos(x)) = 0.

3.163. 1.
3.164. 1.
3.165. 1.
3.166. e2.
3.167. 1
e
3.168. 0.
3.169. 00.
3.170. 1.
3.171. e.

3.2.6. Sikgorbe érintdje

3.172. Megoldas Az érintd egyenlete y — y(xo) = y' (xo)(x — x).
Példankban xo =1, y(1) =2, y'(1) = 1.
Az érintd egyenlete y = (x — 1) + 2 azaz y =z + 1.

1

3.173. Megoldas Az érintd egyenlete y = —x Az x tengelyt ott metszi, ahol y = 0.
e

Ebbol x = 0.

Az érintd az origon megy keresztiil.
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3.174. Megoldas Az érintd irdnytangense y  megegyezik az egyenes meredekségével.

/o 1 _
Y = o2z = 2.

1 m
Innen cos(x) =+—, v =+— + k7.

Tehdt a keresett pontok: Pk(% + km; 1), Qk(—% +km; —1) (k€ Z).

3.175. Pi(—2,1530) ; P»(2,1522).
3.176. Th = 2a.
3.177. Megoldéas A normdlis meredeksége m = ——— = —Coszg =3 Innen az
y'(—)
4

érintd egyenlete:

14D
=——x —.
L 8

3.178. Megoldas Keressiik meg eldszor a jelzett pontokat. Az x = 1 értéket beirjuk a
fiiggvénybe: yv* —3 —4y+3=0. Innen y(y*—4)=0.
Harom értéket taldlunk: y; =0, yo = 2, y3 = —2, ezért a megfeleld pontok

Pi(1,0), Py(1,2), Ps(1,—2).

A derivalt

—6x —4y  6x + 4y 3 7 1
/:— e IP = —— /P _ — /P = ——.
Y 32 —dr | 32 — 4z’ y () , Y (D) . Y (D)
Erinté egyenesek:
1
y=-5-1), y-2=4@-1), y+2=—5@-1)
Normdlis egyenesek:
2 4
y=3-1), y-2=—c(@-1), y+2=4z-1).

3.179. Megoldas y = 2% — 2z, ezt felhaszndlva:
1
a) x?—2x =0, amib6l x =0 vagy x = 2. A keresett pontok: Py(0, 1), P(2, _5)
b)  445°-0s bezart szog esetén az érinté meredeksége 1,
ezért megoldandd az x* — 2z = 1 egyenlet. Ennek gyokei x1 =1+/2, 20 =1 — /2.
V2 1 V2

?); Q21— V2, 5 + ).

1
Tehdt a keresett pontok: Q(1 + V2, 37 3 3

86



3.2.7. Széls6érték szamitas

3.180. Megoldas A fiigguénynek lokdlis szélséértéke ott lehet, ahol az elsd derivdlt zé-
rus. Ha ezen a helyen az elsé el nem tind derivdlt pdros rendd, akkor van lokdlis szélsé-
érték. Ha ez a derialt az adott pontban pozitiv, akkor lokdlis minimum van, ha negativ,
akkor lokdlis maximum van.

y =13 — 12z, ezért y' = 32* — 12 és ' = 6.

y' =0 ha 2*> =4, azaz v = 2

y"(2) = 12 > 0, lokdlis minimum van y(2) = —16.

y"(—2) = =12 < 0, lokdlis mazimum van y(—2) = 16.

3.181. Megoldas ¢ = (42° — 22°)e ™ = 23(4 — 227)e ™

Mivel e mindeniitt pozitiv, y' = 0 akkor lehet, ha 1 = 0 ill. 3 = /2, x5 = —\/2
y" = (122 — 18z* + 42%)e ™"’

y"(0) = 0, tehdt ezt a helyet tovdbb kell vizsgdini.

y"(V2) =y (—V2) = —1—3 < 0, tehdt ezeken a helyeken a fiigguénynek lokdlis mazimuma
van. €

Vizsgaljuk az x = 0 helyet.

y" = (24z — 962° + 602" — 827)e " ; "(0) = 0

yU") = (24 — 33622 4 4922" — 1762° + 162%)e ™"

y(]V)(O) = 24 > 0, tehdt a fiigguénynek az x = 0 helyen van lokdlis szélsdértéke: lokdlis
Minimuma van.

x1 = 0-ndl Ymim =0

4
Ty = V2 és r3 = —V2-1€l Ymaz = -
e

Megjegyzés: természetesen kereshetjik a lokdlis szélsoérték helyeket a fiigguény mo-

notonitdsanak vizsgdalatdval is.

3.182. Megoldas a) f monotonitdsat vizsgaljuk, s ebbdl kovetkeztetiink a keresett szél-
séérték helyekre. A derivdlt f'(x) = 3x? — 18z + 15, melynek zérushelyei: x1 =1, x5 = 5.
Ennek alapjdn a fiigguény monotonitdsa:

— a (—o0, 1] intervallumon: szigorian nd,

- a [1, 5] intervallumon szigorian csokken,

- a [5, 40| intervallumon. szigorian né.

Emiatt az x = 1 helyen lokdlis maximuma van, melynek értéke: 4, és az x = 5 helyen
lokalis minimuma van, melynek értéke: —28.

b) A [0, 2] intervallumon vegyiik figyelembe, hogy f a [0,1] intervallumon szigorian
nd, az [1,2] intervallumon pedig szigorian csokken. Emiatt abszolit maximuma az x = 1
helyen felvett f(1) = 4, abszolit minimuma pedig min{ f(0); f(2)} = f(0) = —3.

A (0, 2) nyilt intervallumon - a monotonitds alapjin - az x = 1 helyen van abszolit
maximum, abszolut minimum pedig nincs.
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3.183. Megoldas Lokdlis szélséértékek: f(x)maz = —2, ha © = —1 €s f(2)min = 2, ha
r=1.

1
Abszolit szélsoértékek [5, 2]-n: abszolit minimum x = 1-nél 2, abszolit mazimum

= —-nél és x = 2-nél —.
2 2

1 1
3.184. Megoldas Lokadlis szélsoérték: min = ——, ha * = —.
egoldas Lokdlis szélséérték: f(x) 5 0% NG
1 1
Abszolut szélséérték (0; 1]-en: abszolit minimum x = —=-nél ——, abszolit maxi-

Ve 2e

mum x = 1-nél 0.

3.185. Megoldas Jeldljiik a négyszdg alapjdat x-el, magassgiga”t m-el, akkor a teriilet
T =x-m. Ekkor * + m* = 4R?, ahonnan m = V4R? —22.Igy T = = - VAR? — a2.

3.4. dbra. 3.185 feladat

A kapott fligguény maximumdt kell keresniink. Eqyszerisitést jelenthet, ha a tertilet-
fligguény helyett annak négyzetét tekintjik. T?-nek ugyanott van maximuma, ahol T-nek:

T? = 2*(4R? — 27).
A magzimdlis terileti négyszig négyzet, és x = m = vV2R. T = 2R2.

3.186. Megoldés Legyen a henger sugara r, magassaga m.
V =r*tm

4
Vmaa: = \/_R37T ha r = \/7 m =
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3.5. dbra. 3.186. feladat

3.187. Megoldas Legyen a kup alapkérének a sugara r, magassiga m. Vezessiik be az
abrdn jelzett x-et.

3.6. 4bra. 3.187. feladat

Ezzel a kip sugara és magassdga is kifejezheto.

2
:Tgm;rQ:RQ—xQ, m= R+ .
V= 2(32—1;2)(1%“)
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32 4 2v/2
Vinae = 8—1R37r, ha m = gR, r= T\/_R.

1
I

3.188. r=m=

2a + 2x

3.189. Megoldas A feladat megolddsdban segit az dbra: T = 5

m = (a+x)m

3.7. 4bra. 3.189. feladat
@ = 60°.

2v/3 2
3.190. Megoldas A feladat megoldasaban segit az dbra: Ve, = 2—{7#13, har = \/;h,

m =

5=

3

3.191. Megoldas A feladat megolddsdban segit az dbra: lye, = (a% + b%) 5, ha tga =

3/ Q

;-
3.192.  P(2,44).

3.193. Megoldas FEgy ora alatt a hajo v — ¢ km-nyi utat tesz meqg felfele. Ez alatt
a fogyasztisa E = av® (a konstans ardnyossdgi tényezd). A D kéltséget az eqy km
megtételéhez felhasznalt energiaval mérhetjik. A hajozds akkor a leggazdasdigosabb, ha
eqy km ut felfelé valo megtételéhez a legkevesebb energia sziikséges.

A koéltség minimumdt a K = a koltségfigguény minimuma adja. A leggazdasd-

gosabb sebesség: v = gc km/h.
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— h

3.8. dbra. 3.190. feladat

b
1
A N
X L b L y

3.9. dbra. 3.191. feladat

3.194.  Minimalis tdvolsag esetén ay = .

3.195. Megoldas Mazimadlis teriilet 5000 m?, ekkor a = 100 m, b = 50 m.
A minimdlis terilet 0 (egyenes vonal).

3.196. Megoldas Jeldlje (z,y) az ellipszis eqy pontjat. Ekkor P és (z,y) tdvolsdga:
d=/(z—1)7+(y—0).
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Ennek minimumdt és mazimumdt keressiik a 4x® + 9y* = 36 feltétel mellett.
Nyilvdnvald, hogy d és d? szélséérték-helyei ugyanott vannak, ezért d* szélséérték-
helyeit fogjuk keresni. A feltételi eqyenletbdl kifejezziik vy*-et, majd behelyettesitjiik d?
képletébe:
36 — 422 5

d2:(x—1)2+y2:(x—1)2+T:§:1:2—2.70+5

5
Keressiik tehdt az f(x) = §m2 — 2x + 5 fiigguény abszolit szélséértékeit a [—3, 3] inter-
vallumon. A [—3, 3] intervallumhoz 1igy jutunk el, hogy a feltételi eqyenlet dtrendezésével

9y? = 36 — 42?2, amibdl 36 —4x? > 0, azaz —3 < v < 3 adddik. Weierstrass tétele alapjdn

tudjuk, hogy a keresett szélsoértékek léteznek.

10
Keressiik meg a derivdlt zérushelyét: f'(x) = Ex — 2 =0, ennek egyetlen megolddsa

9

T=: Ez benne van a [—3, 3] intervallumban. Igy:

min f = min{f (g) , f(=3), f(3)} = min{%a 4, 2} = % ! (%)

9 4
max f = max — |, f(=3), f(3) p =max<s —, 4,2, =4= f(—-3

p=max{7(3). =3 1)} =max{ Z 0. 2f =i = sy

. ; . . 9 8, . 9 8
Ennek alapjin a P-hez legkdzelebbi pontok (2 ilyen van): Al(g, 5) és Ag(g, _5)’ a
legtdvolabbi pont pedig B(—3,0).
3.197. A hdz oldalainak hossza 100 m és 50 m.

2

3.198. A maximdlis teriletd téglalap oldalai T és 2T A minimalis terileti téglalap

V2 V2

a degenerdlt eset: egyetlen vonal.

3.199. Megoldas Legyen f(x) a bevétel, ha x utas van. A 200 folottiek szdma x — 200,
ezért a jegyek dra ennyivel csikken, tehat darabonként 30.000 — 100 - (x — 200). Ezért az
0sszes jeqy dra:

f(z) = x(30.000 —100(z — 200)) = 50.000z — 10022
Az f'(x) = 0 egyenlet megolddasa x = 250, igy a potencidlis szélséérték helyek: x =
200, x = 250, x = 350. A megfeleld figguényértékek:
£(200) = 600.000, f(250) = 625.000, £(350) = 525.000

Mazximdlis a bevétel 250 utas esetén, és minimdlis 350 utas esetén. (A feladat csupdn
elméleti...)

3.200. Négyzet.
3.201. Az egész drotbol kort hajlitunk.

92



3.2.8. Fiiggvényvizsgalat

3.202. Megoldas Ertelmezési tartomany: z € R, x > 0.
A zérushelyeket az 2?Inx = 0 egyenlet megolddsdval kapjuk: x = 1.
Hatarértékek: hII(l) 2?Inz =0 (L’Hospital-lal), lir_|l_’1 r?Inz = +oo0.
Tr— T—r+00
1
Monotonités, szélséérték: f'(z) = 2zlnz +2*- = =z - (2lnz +1). Ennek egyetlen
x

2 1

e
A derwdltfigguény eldjelének vizsgdlatdval az aldbbi kévetkeztetésre jutunk:

zérushelye van: x = e~

1 1 1
f a |0, —| intervallumon csékken, az |—, 400 | intervallumon né. Az x = —
Ve Ve e
1 1
helyen abszolut minimuma van. A minimum értéke: f| — | = ——.
Ve 2e

2
Konvexitas, inflexiés pontok: f”(z) =1-(2Inz+1)+xz-— =2Inz+ 3. Ennek egyetlen
x

3/2 _ 1

eve'
f" eldjelének vizsgalatdval az aldbbi kévetkeztetésre jutunk:

a |0, —=
/ [ ev/e
——= helyen inflexios pontja van.
Je

eve
A fiigguény grafikonja:

zérushelye van: x = e~

} intervallumon konkdv, az [— +oo> intervallumon konvexr. Az x =

eve’

3.10. 4bra. 3.202 feladat

, 1
Ertékkészlet: Ry = [—2—,4-00).
e

3.203. f(=1) : mazimum, f(4) : minimum, f (g) . inflexid.
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3.204. Megoldas Ertelmezési tartomany: Dy = R, a fiigguény pdratlan.
Azérushelyeket az % = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk: © = 0.
x

Hatarértékek: lim = lim =
z——o0 | 4+ 2 z—+oo |1 + 2 ) )
1-(1 —xe2 1—
Monotonitas, szélséérték: f'(x) = (1t2)—z-2 = Y Ennek zérushe-
(14 22)? (14 22)?

lyei: x1 = —1, x9 = 1.

A derivdltfigguény eldjelének vizsgdlatdaval az aldbbi kévetkeztetésre jutunk:

f a (—oo, —1] intervallumon csikken, a [—1, 1] intervallumon nd, az [1, +00) in-
tervallumon csokken. Az x = —1 helyen lokdlis minimuma, az v = 1 helyen lokdlis

mazimuma van. A lokdlis minimum értéke —5 a lokdlis mazimum értéke 3
. . iy 2x-(2*—3)
Konvexités, inflexiés pontok: f”(x) = N
- 3, LUQIO, .T}3:\/§.

f" eldjelének vizsgalatdval az aldbbi kovetkeztetésre jutunk:

fa (—oo, —\/g] és a [O, \/g} intervallumokon konkdv, a [—\/3, 0} €s a [\/g, +oo)
intervallumokon konvex. Az 11 = —/3, x5 = 0, x3 = /3 helyeken inflexids pontja van.

Aszimptota az x-tengely. A fiigguény grafikonja:

. Ennek harom zérushelye van: x, =

3.11. 4bra. 3.204 feladat

, 11
Ertékkészlet: Ry = [—5, 5} . Az x1 = —1 helyen abszolit minimuma, az xo = 1 helyen
abszolit marimuma van.

3.205. Megoldas Ertelmezési tartomany: D 7 =R\ {0}, a figgvény pdratlan.

1
A zérushelyeket az x + — = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk. FEnnek az egqyenletnek
x
azonban nincs valds gyoke, tehat a fiigguénynek nincs zérushelye.
Hatérértékek: lim f(z) = —oo, lim f(z) = 400, lim f(x) = —oo, lim f(z) =
T——00 x——+00 r—0— z—0+4
+00.
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22 —1

2

A deriwvdltfigguény eldjelének vizsgdlatdval az aldbbi kévetkeztetésre jutunk:

[ a (—o0, —1] intervallumon nd, a [—1, 0) intervallumon csékken, a (0, 1] interval-
lumon csokken, az [1, +00) intervallumon né. Az x = —1 helyen lokdlis mazimuma, az
x = 1 helyen lokdlis minimuma van. A lokdlis mazimum értéke —2, a lokdlis minimum
értéke 2.

2
Konvexitas, inflexiés pontok: f”(z) = — . Ennek nincs zérushelye.
x

Monotonitas, szélséérték: f'(x) = . Ennek zérushelyei: ©1 = —1,29 = 1.

f" eldjelének vizsgdlatdval az alabbi kovetkeztetésre jutunk:

f a (=00, 0) intervallumon konkdv, a (0, +00) intervallumon konvex. Inflexids pontja
Nnincs.

Aszimptota az y = v egyenes. A fligguény grafikonja:

10

IS}
i
|

5

. . .
-8 -4 _7_;2_ﬁ\\i

|
-1 (J|’

—15F

1
3.12. dbra. f(z) =14 —
x

Ertékkészlet: Ry = (—oo, —2] U [2, +00). Abszolit szélséértékei nincsenck.

3.206. Megoldas Ertelmezési tartomdny: Dy = R, a fiiggvény pdros. Zérushely nincs,
mavel barmely x € R esetén e > 0.
Hatérértékek: lim e = lim e = 0.
T——00 T—+00

Monotonités, szélséérték: f'(z) = e - (=2x). Ennek egyetlen zérushelye van: x = 0.

A derwdltfigguény eldjelének vizsgdlatdval az aldbbi kévetkeztetésre jutunk:

f a (—o0, 0] intervallumon nd, a [0, +00) intervallumon csékken. Az x = 0 helyen
abszolit mazimuma van. A mazimum értéke: f(0) = 1.
Konvexigés, inﬂexiiﬁs pontok: f’(z) = 2™ . (222 — 1). Ennek két zérushelye van:

E, IQIE.

f" eldjelének vizsgalatdval az aldbbi kivetkeztetésre jutunk:

rK = —

1 1 1 1
fa (—oo, ——] €s az [—, +oo) intervallumokon konvex, a {——, —} inter-

V2 \1/5 ) 5
vallumon konkdv. Az xr1 = ———, =
NG V2

\)

To helyeken inflexios pontja van.
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A fiigguény grafikonja:

n

/ osl \

2

3.13. dbra. f(x) =e7"
Ertékkészlete a (0, 1] intervallum.

3.207. Megoldas Dy : {z € R/{—1}}; f(0) =0: minimum, f(—2)=4: mazimum,
inflexio nincs, aszimptotdja az y = x — 1 egyenes.

A (o0, —2) és (0, +o0) szakaszokon névekvd, (—2, —1) és (=1, 0) szakaszokon
csokkend.

Ry {0 < f(z) £ —4, f(x) >0}

3.208. Megoldas Ertelmezési tartoméany: Dy = R.
Zérushelyek: az e® - cos(x) = 0 egyenlet megolddsdval kapjuk, hogy

x:zk:g—i-/m (keZ).

Kapcsolat az exponencidlis figgvénnyel: az €” - cos(z) = e egyenlet megolddsdval
kapjuk, hogy cos(z) = 1, azaz x = x), = 2kn  (k € Z). Konnyii kiszamolni, hogy az xy
pontokban f és e* derivdltja azonos. E két dsszefiiggés azt jelenti, hogy az x) pontokban
f grafikonja érinti az x — €* fiigguény grafikonjdt.

Hasonldan, az € - cos(z) = —e® egyenlet megolddsdval kapjuk, hogy az y, = (2k +
D)r (k€ Z) pontokban f grafikonja érinti az x — —e* fiigguény grafikonjat.

Szemléletesen: f "be van szoritva” e® és —e® kizé.

Hatérértékek: Mivel —e® < f(x) < e, ezért lim f(z) = 0. A 4o00-ben viszont

T—r—00

f-nek nincs hatdrértéke, mivel

li =lim0=0, é i = lim *" = +o0.
SRS = 0=0, 6 B Jlo) = g € = oo
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Monotonitas, szélséérték: f'(x) = e*(cos(x) — sin(x)). Ennek zérushelyei: x = %Jr
kr (ke€Z).
A derivdltfigguény eldjelének vizsgdlatdaval az aldbbi kévetkeztetésre jutunk:
5 5 9
fa % + 2k, Zﬁ + 2k | intervallumokon csokken, a Zﬂ + 2k, f + 2k | inter-

vallumokon né (k € 7).

5
Az v = % + 2km helyeken lokdlis maximuma, az x = Zﬂ + 2km helyeken lokdlis

minimuma van (k € 7).
Konvexitas, inflexiés pontok: f”(x) = —2e”sin(x). Ennek zérushelyei: v = km  (k €
7).

f" eldjelének vizsgdlatdval az aldbbi kévetkeztetésre jutunk:

f a2k, (2k + 1)x] intervallumokon konkdv), a [(2k + 1), (2k + 2)w| intervallumo-
kon konvez, az x = km helyeken inflexids pontja van (k € 7).

Vegyiik észre, hogy az inflerids pontok éppen azok a helyek, ahol az f "hozzdér” az
exponencidlis fiigguényhez.
Ertékkészlete: Ry = R.
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4. fejezet

Integralszamitas

98



4.1. Integralszamitas

4.1.1. Hatarozatlan integral

Elemi fiiggvények

1
4.1. / dx
z+1
4.2. / Y dx
r+1
2
x
4.3. d
/a:2—|-1 v

4.4. /sin(x) cos(x) dx

dx
4.5. ?
dx
4.6. —
Jx

4.7. /x2 (x2 — 1) dx
4.8. /(ac2 —1)"dx
_ 4
19, [YILET g
X

(z+ 1)
4.10. /T dx

4.11. /(\/E+ D(z—+Vr+1) do
4.12. /M dx

2 _
4.13. /ﬂ dz
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14 222

4.14.
x2(1 + x?)

4.15.

5—|—5x2

In2

4.16.
V2 + 21:2

cos 23:

4.18. dz

cos(x) — sin(x)

4.19. 3x°dx

x? 7:E—|—8

| Fiva
/5
| 7w
/
/
o [

Helyettesités

7 dx

4.22. cos 43: —

V& — 2x dx

4.23.

4.25. 10% - e*

dx
5+ 22

4.26.

4.27.

L
/
/
/
/
| =

V3x2 — 2
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4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

4.32.

4.33.

4.34.

4.35.

4.36.

4.37.

4.38.

4.39.

4.40.

4.41.

4.42.

/mdx
/xmdx

/:c2\3/x3 + 8 dx

T4
xXr
Va2 41

cos(x) e

sin(x)

/:Esin(av2 +2) dx

/ \3/tg_fv

cos?(x

d
/4—|—x2 .
/ dx
zlnx
Vinzx
dz
T
/$—|—2 dx
20 — 1
4
/x dx
1—2z
x
/x4+1dx

cos(a:)

\/1+sm
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7
4.43. / A
® —1

3z —1
4.44. d
/ 249 v

4.45. /Sin (8z)dx

1
4.46. / dzx
3r —5

4.47. /e5w+7dx
4.48. /sin3 (x) cos(x)dx

4.49 / G
. . —AaX
V1—a?

4.50. / tg xdx

1
4.51. / mdm

Parcialis integralas

4.52. /(a:2 — 1) sin(3z) dx

2 2
4.53. /(w+ ) dr
ex

4.54. /x22x dx

4.55. /:v?’e_””2 dx
4.56. /sin\/i dx

102



4.57. /x -sin(x) - cos(z) dx
4.58.

4.59. /m arc tg x dx

4.60. / arc tgv/v dx

4.61. /ln3w dx
4.62. /(arcsin(x))2 dx
4.63. /63”3 cos(2x) dx

4.64. / earesin(@) o

Racionalis tortfiiggvények

4.65.
Tz —2
d
/ 22— Tx + 12 v
4.66.
/ 3r—2
2+ 4z + 8
4.67.
2+ 2t —8
d
/ B —dz
4.68.
T
d
/ xt — 322 +2 v
4.69.
2¢2 — 5
d
/ 25216 "



4.70.
4
/ Az+3
(z —2)?

dx

4.71.
/x3—6$2+11x—5
(x—2)*
4.72.
/ 3 — 222+ 4
— dx
x3(x — 2)?
4.73.
dx
o4 _ 2
4.74.
/ dz
26 4+ x4
4.75.
T
/:c3 — dx
4.76.
2
T
/ [ dx
4.77.
/ dx
@+ 12 1 1)
4.78.
1
d
/1—|—x4 *
4.79.

z(1 — 2?)
/ 1+ 24 de
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4.80.

/ dx
(x249)3
4.81.
1
—d
/ (33"
4.82.
2
d
/:1:' -5 .
4.83.
r—3
—d
/ 22 —6r+ 21"
4.84.
z—1
—d
/ x? — 6x + 27 *
4.85.

472 + 132 — 9
/x+x I

3+ 222 — 3z

Trigonometrikus fiiggvények

4.86.
/Cos5x dz
4.87.
/sinﬁx dx
4.88.
/sinG(x) cos® () dx
4.89.

sin®
5 dx
cos? x
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4.90.

4.91.

4.92.

4.93.

4.94.

4.95.

4.96.

4.97.

4.98.

4.99.

4.100.

/zior;i%dm

| s
e
[ 1o
|
| S

/ cos*(z) + sin*(z) i

cos?(r) — sin®(z)

/ sin(3z) - cos <5x - g) dz

/md
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Hiperbolikus és exponencidlis kifejezések
4.101.

/sth- chix dx

4.102.
/ shix
dx
vVech x
4.103.
/ dz
shx-chzx
4.104.
dx
sh x
4.105.
/chm-cth-chi’)ajdm
4.106.
2x
/ ¢ dx
et + 1
4.10°7.
6
/ dx
et —3
4.108.
/ew - sh 3z dz
4.109.

/e”” - sh xdx
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Gyokos kifejezések

4.110.
/ L
V3z+5
4.111.
/(:1:2—3x+2)~\/21:7—1d:c
4.112.
Ver +1
4.113.
\/_
1+ \F
4.114.
/ dz
VI + Ve
4.115.
/ 1— T da:
4.116.
/x— dx
V1+ 222
4.117.
dz
/m
4.118.
/ dz
V12r — 922 — 2
4.119.

/ dz
V122 — 922 — 4
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4.120.

/\/1—1—2:1:—:1:2 dx

4.121.
/v3x2—3:17—|—1 dzx
4.122.
/\/952 + 62 + 10 dx
4.123.
/\/3 — 22 dx
4.124.
/ dx
Va2 —4x 4+ 40
4.125.
dx
V322 4+ 122 + 30
4.126.
/\/2x2 +8x + 5 dx
4.127.
2 +x+1 J
- dx
Ny

4.1.2. Hatarozott integralok. Vegyes feladatok
4.128.

1
/2x2+x+1dx
0
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4.129.

4.130.

4.131.

4.132.

4.133.

4.134.

4.135.

4.136.

/COS2(ZE) sin®(z) dw

a3

/ sin1<:c> *

oy

/sin(4x) cos(3x) dx
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4.137.

/0084(:)3) sin?(z) dw
4.138.
/sin (4x) cos (bx) dx
0
4.139.
1
/x e da
0
4.140.
es
/cos(lnx) i
x
1
4.141.
1
/de
0
4.142.
V3/2 2
/ —md:c
1/2
4.143.
4
/de
/ Vhr —4
4.144.

2
/ zetdx
0
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4.145.

4.146.

4.147.

4.148.

V3
/Qx -arctg xdx
0

/_1 (2 — 1) sin(3x) dx

1
1 2
/ (x+2) i
0 e’

1
/ z?a® dz, a>0
0

4.1.3. Improprius integralok

Szamitsuk ki az alabbi improprius integralok értékét!

<1
4.149. / = dz]
2 T

1
4.150. / — dx
1

< 1
4.151. / dx
0 1 + 1'2

4.152. / L

-3
4.153. / ze® dx

10
4.154. / ze® dx

>~ 1
4.155. / dx
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4.156.

4.157.

4.158.

4.159.

4.160.

4.161.

4.162.

4.163.

4.164.

4.165.

4.166.

4.167.

4.168.

4.169.

o° 1
/ 1 4

. (14 2x)3

1 9

d

/_Oo 3z +1 .
/006—290—1-1 dx

1

/;Oﬁdx

/omf/ﬁdx

1
1
/ dx
0o 1—x
1
1
d
/0\/1—x v

1
1
/ dx
1 20 — 1

|
—dx
1 20 — 1

=
— dx
-1 1—1‘2
/5 dx

0o V25— a2
/5 dx

4 \V3r —4

0 1

—_—d
V1 — 422 v

N

1
[7=
—dx
1 —a?

1/2
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4.170.

4.171.

4.172.

4.173.

4.174.

4.175.

4.176.

4.177.

4.178.

4.179.

4.180.
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4.1.4. Az integralszamitas alkalmazasai

Teriiletszamitas

Hatarozzuk meg a fiiggvények grafjai alatti teriiletet, és abrazoljuk a fiiggvé-
nyeket.

2

4.181. y:%; 2< 2 <2
5

4.182. y=—+4+z;, 1<z2<3
32

4.183. y=+ 7 0<z<1

4.184. y=(1—-2)% -2<z<1
4.185. y=2%-3; 3<x<4
4.186. y=2'—2% 1<2x<2
4.187. y=¢€*, —-05<z<1
4.188. y=sin(3z); 0<x<0.3
4.189. y=cos(3x); —-05<x<05
x
4.190. y= 008(5); 0<z<nm

4.191. y=ch(2z); 0<z<3

4.192. y=sh(z); 0<x<2

2
4.193. y=—; —2<zr<-1
T
1
4.194. y= o 1<xr<3
1+
4.195 L 3< <1
. . = — T
Y o7 — 5 ST
4.196 —1 5 <10
. . = : T
y 2¢ — 5’ -
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4.197.  Hatdrozzuk meg x értékét gy, hogy azy = gorbe alatti terilet 0-tol z-ig

1+ 22

terjedd része %—gyel legyen egyenld!

4.198.  Hatdrozzuk meg v értékét gy, hogy az y = e~ 2*

terjedd része 3-mal legyen egyenld!

gorbe alatti terilet x-tol 1-ig

4.199.  Hatdrozzuk meg x € [0, w| értékét dgy, hogy az y = sin(zx) alatti terilet 0-tdl
1

x-1ig terjedo része Z—del legyen egyenld!

Hatarozzuk meg a kévetkez6 gorbék kozotti teriiletet és abrazoljuk is a gor-

béket.

4.200. y=2> és y=22

4.201. y=+/r és y=—

4.202. y=2* és y=1-—2a?

4.203. y=2> és y=1—32

4.204. y=2> ¢és y=3z

4.205. y= és y:2+§

4.206. y= és y=25—z
4.207. x%+y%:1 és y=1—=x
4.208. Vr+,y=1 é xt+y=1

Végezziik el az alabbi teriiletszamitasokat.

4.209. Hatdrozzuk meg azy = x(1 —x) parabola és ennek az x = 0,z = 2 abszcisszdji
pontjaihoz hizott érintdi kozotti teriletet!

1
4.210.  Hatdrozzuk meg az y = 4.5 — 5(93 — 4)% parabola, és ennek azx =3 ésx =6

pontjaban huzott érintdi kozotti teriletet!

1
4.211.  Hatdrozzuk meg az y = — hiperbola, és a P(2,2) pontra illeszkedd, y = = egye-
x

nesre meroleges eqyenes dltal hatdarolt sikidom teriiletét.

1
4.212.  Hatdrozzuk meg az y = — hiperbola, az y = x és az y = % (ahol a > 0 adott)
x a

egyenes dltal hatdrolt sikidom tertletét! Abrcizoljuk is a szektort!
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Gorbe ivhossza

Hatarozzuk meg az fiiggvények gorbéjének ivhosszat a megadott hatarok ko-
zOtt.

4.213. y:xQ; 1<x<4
4.214. y=chx; 0<2x<3
4.215. y=Inhz;, 2<z<6
4.216. y = In(sin(z));
4.217. 2 +y?=25 0
4.218. x =5cost; y = dsint; Ogtgg

4.219. z=a(t—sint); y=a(l —cost); 0<t<2rw
4.220. x=>5cos’t; y=>5sin®t; 0<t<
4.221. x=2t; y=3t% 2<t<5
Forgastestek térfogata

Forgassuk meg a kovetkezo gorbéket az x tengely koriil, és hatarozzuk meg
a keletkez6 forgasfeliiletek és a megadott intervallumok végpontjaiban az x
tengelyre allitott merdsleges sikok hatarolta térrész térfogatat.

4.222. y=¢e* 0<2<2

4.223. y=—; 1<zx<4

4.224. y=—; 1<zx<2

1
4.225. y=z——; 1<x<3

4.226. yzl—x2; —1<z<1

4.227. ¥ —-2°=1, 0<2x<3
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4.228. \/E+\/§:1; 0<z<1

4.229. y=cos’z; 0<z<m

1
4.230. y:ﬁ+; 1<z<3
N
22 P
4.231. ?+§:1; —a<z<a
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4.2. Integralszamitas. Megoldasok

4.2.1. Hatarozatlan integral
Elemi fiiggvények
4.1. Injz+1[+C.

4.2. Megoldas

1-1 1
/ ’ dx:/Lda::/ 1-— de=xz—In|lz+ 1|+ C.
r+1 r+1 r+1

4.3. x—arctgz + C.

1
4.4. ~1 cos(2z) + C.

4.5. Megoldas

4.6. Megoldas

/;3%:/:17_?1) d:p:3x3+C:ngQ+C.

4.7. Megoldas
/x2($2—1) dx—/(x4—x2) dx—/m‘*dx—/ﬁdx—%s—%ngO.
4.8. Megoldas
/(12—1)2dx:/(x4—2:c2+1)dx:x————l—:c—i—C’.

4.9. Megoldas

_ 4 1 2 3
/% da:z/(x_g—g%—ﬁ) dx:—%—lnm-f—%—i—a

2 4
4.10. gx/ﬁ+ g\/ZLTS‘l- 2z + C.
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4.11

4.12.

4.13.

4.14

. Megoldas

JoEena= i a= [ (s +1) =2V rase

4.15.

4.16.

4.17.

g{j/ﬁ—gé/ﬁJr(J.
72
?—2x+31n‘1‘—2|+0.
. Megoldas
/ L+22° / 122 2 g
- dr = L=
22(1 + x2) 22(1+2%)  22(1+ 2?)
1 1 1
:/(;jtl_i_ﬂ) dx:—g—i-arctgﬂf‘Fc-
6 6 dx 6
/5+5$2 x 5/1+x2 5@7’6 g x4+
In2 In2 dx In2
" dr=-—= = -arc sh x4+ C.
V2 + 222 V2 Vi+a2 V2
tg(x) —xz+C.

4.18.

4.19.

4.20.

/ cos(;(;s(—Q fi)n(x) de

x
—+C.
2—|—

x—?ln\x|—§+0.

/ cos’z — sin®z
8 dx
cos(z) — sin(x)

/(cos(x) + sin(x)) dz = sin(x) — cos(z) + C.
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Helyettesités
4.21. Megoldas Végezziik el az u = —x helyettesitést, ezzel dx = —du:

/e‘x dx:—/e“ duy = —e"+(C=—-e"+C.
4.22.  Végezzik el az uw = 4x — 5 helyettesitést. Ekkor du =4 dx, és igy
1 1 1
/COS(4I —5)dr = 1 /cosu du = Zsinu—i— C= Zsin(4a: -5 +C.

Megjegyzés: Az ilyen integrdlokat célszeri annak az dsszefiiggésnek a felhaszndldsdval
kiszamitani, hogy ha

/f(x)dx =F(z)+C,

akkor .
/f(Aa:—l—b) dr = ZF(Am+b)+C’.
Példaul:
/cos(x) dr = sin(z) + C,
tehdt

1
/cos(4a: —5) dx = 2 sin(4x — 5) + C.
A tovdbbiakban ezt az eljardst alkalmazzuk valahdanyszor a belsd figguény x-nek linedris
fligguénye.
4.23. Megoldas
1

/\/8—2:cda;:—%-§(8—2x)3+C:—§ (8 —2z)3 + C.

4.24. Megoldas
/sin (g —3m> dx = —% |:—COS (g —3x>] +C = %COS <g —3$> + C.
4.25. Megoldas

/10:1062 dr = /eaclnlo e dr = /ez(lJrlnlO) dr

2(1+1n 10) 10%e®
€ €
e _ _jo-—"° ¢
1+1n10+ 1+1n10+

Megoldds kézben azt az dsszefiiggést haszndltuk fel, hogy a = ™, ill. 10 = ™10, Ezért

10* = (GIHIO)I — emlnlo.

121



4.26. Megoldas

/dm_l/dx_l/ dx B
5422 5) 142 5 -

N2
5 1+<75>
1 T \/5 T
= - . vVbharctg — + C = ~arctg — + C.
5 &5 5 %5

4.27. Megoldas
/ 3 dx_i/d_x_i/ dz -
V3z? -2 V2 [32 1 /2 2 B
2 1 <\/§x) -1
3 /2 3 3
:E garch<\/;x>+0::ﬁarch(\/;x>+0.

1
4.28. ——+C.
8(2x — 3)4 i

4.29. —3—53 /(8 =32)1 4 C.

4.30. Megoldas

1 1 1
/95\/1—3U2 dx:—5/(—235)-\/1—x2dx:—§/\/ﬂdu:—§ u2 +C =

= —% (1-22)°4C.

Az integrdlban u = 1 — 2% helyettesitést végeztiik el, ekkor du = —2x dx.

1
4.31. 1 V(2348 +C

4.32. Megoldas

T 1 du
—_— = -_ —_— = 2
/ x2+1dx SNANG vrz+1+C.

A haszndlt helyettesités: u = x*> + 1, ekkor du = 2x dx.
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4.33. Megoldas

/ cos(x %_QM+C.

SIH

A haszndlt helyettesités: v = sin(x), ekkor du = cos(z) dz.
4.34. Megoldas

1 1
/:Esin(a:2 +2) de = §/sinu du = — 35 cos (2* +2) +C.
A haszndlt helyettesités: u = x* + 2, ekkor du = 2x dx.

3
4.35. 1 Vtgte + C.

4.36. Megoldas

T 1 2x 1
de = = dr = =1n (4 4 2> :
/4+x2 ! 2/4+a:2 r=gm{+al) 0

Azt latjuk, hogy 2-vel valo szorzas utdn a szdmldlo a nevezd derivdltja, tehdt a kifejezés
integrdlja a nevezo e alapt logaritmusdval egyenlo. Ezt a szabdlyt 7ol tanuljuk meg és az
ilyen esetekben mellbzziik a helyettesitést, bar ez az elézdek eqy specidlis esete. (Most is
alkalmazhattuk volna az uw = x? + 4 helyettesitést.)

1
/ du :/ L dr=Inlnx+C
zlnzx Inz

4.37.

4.38. Megoldas

V1 2
ne dx:/\/ﬂdu:g-\/ln?’x—i—a
x

1
A hasznalt helyettesités u = Inx, ekkor du = — dzx.

8

4.39. Megoldas

x4+ 2 1 g r 5 1
=/ (= =2 Smr -1+
/233—1@j /(2+2x—1> dv=5+5 3h@e-1+C
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4.40. Megoldas

4 1
/ v de = /(—x?’—x2—x—1— >da:
l1—2z rx—1
T

Felhasznaltuk, hogy

x* x* 1
= — z® + 2 +x+1+—1

4.41. Megoldas

x 1 du 1 1 9
/x4+1 dsz/u2+1:§arctgu+C:§arctgx +C.

A haszndlt helyettesités v = x%, ekkor du = 2x dux.
4.42. Megoldas

_ cos(z)

\/1+smx /v1+u2

A haszndlt helyettesités: v = sin(z), ekkor du = cos(z)dz.

= arsh u + C' = arsh(sin(x)) + C.

1
4.43. Z—l-\/xg—l—f—C'.

4.44. Megoldas Ilyen esetekben az integralando figguényt két fligguény dsszegére bont-
Jguk. Az egyik fligguénynél a szamldlo a nevezd derivdltjanak konstansszorosa legyen, a
masik figguénynél pedig a szdmldlo mdr csak eqy konstans, melyet az integrdl jel elé is

kivihetink. Tehdt
3z —1 3z 1
d — — d —
/x2+9 v /<x2—|—9 £L'2—|-9) ‘
3 2x 1 dx 3 1 T
= — dr — = | ———= = =1 249)-= tg — + C.
2/x2+9 T 9/1+(§)2 2n(:}c+) 3arcg3+

/ 8.1’ COS(S ) + C.

=

=In|3z -5+ C.
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1
4.47. /e5w+7dx = 565’”’7 +C.

-4
4.48. /SiHS(ZE) cos(x)dx = sm4(:r) +C.

1
4.49. —(1- 23)?3 + C.

4.50. —In|cos(x)|+ C.
4.51. 2In(yz+1)+C.

Parcialis integralas

(#2 —1)cos3z 2xsin3z  2cos3x
4.52. — C.
3 * 9 i 27 -

4.53. Megoldas

2\ 2 2 5 13
/<x+ ) dx:/(x2+4x—|—4) e 2 d:v:—(%—i—ga:—l—Z)e_%%—C.
61’

J}ZQx x2x+1 21+1
— C.
m2  (m2)?  (m2p

4.54.

4.55. Megoldas
1 1 1
/$3€_w2 dr = 5/ 20=2290 dr = 3 /ue_“du = —§(x2 +1) e + C,

ahol u = x? helyettesitéssel du = 2xdzx.

4.56. Megoldas t = +/x helyettesitéssel, majd parcidlis integrdldssal: —2+/x cos/x +
2sin/z + C.

4.57. Megoldas

/xsin(x) cos(x) dx = %/wsin(Q:v) dx = %sin(Qa:) — 2005(23:) +C.

1 2
4.58. Megoldas A cos?(z) = +C+S(I) linearizdlo formulat alkalmazzuk, majd két-
szer parcidlisan integrdlunk.
Az eredmény: %3+ x? siz(Z:c) N xcoz(Zx) B sinéQ:c) L
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4.59. Megoldas

/ r arctgx dr = *,
N~ N —

/
u v

ahol a parcidlis integrdldskor u = %, és v’ = H% Igy

e B aret 1/ 2 e = arct o ctgr a0
—= —arc Xr — — T = —arc Xr — — —alcC X .
g T = | T 2 g MCTBT ™o T HArcts

Felhasznaltuk, hogy
x? 1
dr = 1— dx.
1+ a2 1+ a2
4.60. Megoldas

/arctg\/E dmz?/uarctgu du = rarctg\/x — /x + arctg vz + C

A haszndlt helyettesités: x = u?, ekkor dx = 2u du.
4.61. Megoldas Két parcidlis integrdldst kell elvézgezni:

/ 1 -Inz d:c:xln3:v—/ 3 In’z de =
—~— =~ SN

:xlngx—3x1n2x+6/lnx dr == z1n®x — 3zIn’x + 6zlnx — 62 + C.

4.62. Megoldas v = 1, v = (arcsinz)? wvdlsztdssal egy parcidlis integrdldst végzink,
ekkor

, 2arcsinz

B V1—22’

u=2x v
és ezért

arcsin(z)dzr = *

arcsin z)? dx = x(arcsin z)? — 2/L
[ (aucsina) (arcsin z) -

U/jabb parcidlis integrdlast végziink

u = arcsin z, v

x
CVI—a?

vdlasztdssal, ekkor
x = z(arcsinx)? + 2v/1 — 22 - arcsinz — 2 / de =
= x(arcsinz)® 4+ 2v1 — 22 - arcsinz — 2x + C.
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4.63. Megoldas Kétféleképpen végezzink parcidlis integrdaldst:

1 3
/ e cos(2x) dr = —e*sin(2z) — —/639” sin(2zx) dx (4.1)
N~ ———r 2 2
ahol .
u =3¢ v= 3 sin(2x).
Mdsrészt | 5
/ 63196 cos(2z) dx = 3633” cos(2z) + 3 /639” sin(2z) dx (4.2)
ahol .
U= ge?’x v = —2sin(2x).

Szorozzuk meg (4.1)-et néggyel, (4.2)-t pedig kilenccel és vonjuk dssze az igy addodo kife-
jezések jobb- illetve bal oldalat.

4/63”” cos(2x) dx = 2¢* sin 2z — 6 / e*” sin(2x) dw

9 / e* cos 2z dx = 3e* cos2x + 6 / e sin(27) dx
13 / *” cos(2x) dr = 2¢* sin 2z + 3¢*” cos(2x) + C.
Végiil 13-al valo osztds utan nyerjik, hogy:

1
/6390 cos2x dr = 1—36?“(2 sin(2x) 4+ 3 cos(2z)) + C.

/ eMeNE dy = / e cosu du,

ahol arcsin x = u, azaz x = sinu helyettesitéssel dr = cosu du fgy olyan alakra jutottunk,
melyet parcidlisan lehet integrdlni, éppen az el6z6 példdban is bemutatott modszerrel. A
parcialis integraldst elvégezve adodik, hogy

4.64. Megoldas

1
/e“ cos udu = ée“(sinu + cosu) + C,

/earcsm .’de —

tehat

w4 T2 4 C).

N | =
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4.65. Megoldas Ha a mdsodfoki nevezdjii tortfigguény nevezdje tényezok szorzataként
irhato fel, akkor a tort linedris mevezdji tortek dsszegére bonthato. Annak érdekében,
hogy ezt a felbontdst elvégezhessiik a nevezot eqyenlévé tessziik 0-val és megoldjuk az igy
nyert eqyenletet, mert ennek az eqyenletnek a gyoktényezoi lesznek a szorzat alakban felirt
nevezd tényezdi. Az x® —Tx +12 =0 egyenlet gyokei: x1 = 3, 1o = 4, azaz

2 —Tr+12=(x—3)-(z —4)

Most mar ismerjiik a keresett linedris tort-fiigguények nevezdit, hatdrozzuk még a szam-
ldlokat, melyek linedris nevezd esetén konstansok. Jeloljik ezeket A-val és B-vel, akkor

r—2 A B A(x—4)+ B(z—3)

x2—7x+12:x—3+x—4_ (x —3)(x —4)

Azonossagot irtunk, mert olyan A és B értéket keresiink, melyek mellett az egyenldség
minden x-re fenndll. Mivel a nevezok azonosan eqyenlok az azonossagnak a szamlalokra
1s fenn kell dllni, azaz

r—2=A(xr—4)+ B(z - 3).

Az azonossag nyilvan fenndll, ha az x-es tagok egyiitthatoja mind a két oldalon egyenld
ugyanigy, mint a konstansok. Ez azonban két egyenletet szolgdltat, melyekbdl A és B
kiszamithato.
B =2
A kapott értékeket behelyettesitve
r—2 1 2

2 _Tr+12  1-3 ' a_4

A=-1

Y

Ezért az integrdl

T —2 1 2
-5 dr = - dr = —In(x — 21n(z — 4 -
/932—7£U—|-12 ’ /( x—3+x—4) v n(z—3)+ 2z —4)+C

(v —4)?
x—3 "

=Inc (C' = Inc bevezetésével)
4.66. Megoldas Az x?+4x+8 = 0 egyenletnek nincsenek valds gyikei, tehdt x4+ 4z +8
nem bonthato tényezok szorzatdra. Bntsuk fel a tortet két tort 6sszegére, melynek nevezdje
kézis (a régi nevezd), az egyik szamldldja a nevezd deriwvdltjanak valami konstans-szorosa,
a mdsiké pedig konstans. A nevezd derividltja 2x + 4, tehdt a szamldlokat a kovetkezd
alakban keressiik

a2z +4) és B.

« €s B értékét a kovetkezd feltételekbdl hatdrozhatjuk meg:

a2 +4)+ =3r—2.
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Most is két egyenletet irhatunk fel, melyekbdl o és B meghatdrozhato.
200 = 3, da+ = —2,

ezekbdl

== = -8
a=3. 8

fgy az integrdlt két integrdl dsszegére bontottuk:

3r — 2 3 2v +4 dx
—dr == | ———dr -8 | ————.
22 +4x+8 2) x2+4x+8 22 +4x +8
Az elsd integrdl eredménye ismert, hiszen a szamldlo a nevezd derivdltja. A mdsodikat
pedig teljes négyzetté valo dtalakitdssal vezetyik vissza ismert feladatra.

1 1 1
.%'2+4SL'+8_(l’+2)2—|—4_4[(x+2)2+1]
1
ezért p ) p . 4o
X X x
- =— | ————— = 2arctg—— + C.
/ZE2—|—4ZL’—}-8 4/(%)2_{_1 1 arctg B +

Tehat a megoldas:

3 — 2 3 2
/x—dx: —ln(x2+4x+8)—4arctg%+a

x?2+4x+8 2
L0t -8 . o
4.67. Megoldas —————— szdmldldja magasabb foki mint a nevezdje, ezért felbont-
x3 —4x

hato eqy polinom és eqy valodi tort dsszegére.

(a:5+:v4—8) : ($3—4x):$2+x+4

—(2° — 423)
rt+42% — 8
—(z* — 42?)
43 + 42° — 8
— (423 — 162)
42% + 162 — 8 A polinom osztds eredménye:
o+ 2t -8 2, +4+4352—i-163:—8
_— =2 x -
3 — 4x x> —4dxr
tehdt ; i g La? 4 16 .
T+ at — 2 x* + 1ox —
/—x3—4x da::/(x +x+4)dw+/—x3_4x dz.
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Az elsd integrdl kiszdmitdsa nem okoz gondot. A mdsodik meghatdrozdsdhoz a tortet
részlet-tortek dsszegére kell bontanunk.
A nevezét most minden kilondsebb szamitds nélkil fel tudjuk irni szorzat alakjdaban

2} —dr = x(2* —4) = 2(x +2)(z — 2),

tehdt
4x2+16x—8_A B c
3 — 4w T x+2+x—2_
A(2? — 4) + B(2? — 2x) + C(2* + 2x)
N 3 — 4dx )

Ennek alapjin felirhatjuk az egyenletrendszert, melybol A, B és C' kiszdmithato:
A+B+C=4 —-2B+4+20=16 —4A= -8,

€s innen

A=2  B=-3  C=5.

Megjegyezziik, hogy ilyen esetekben, amikor a gyokok mind kiilonbozoek, dltaldban gyor-
sabban kapjuk az ismeretlen A, B, C értékeket, ha a szamldlok egyenloségét kifejezd
egyenletben x helyére a gyokoket helyettesitjik.

Példankban az

42 + 162 — 8 = A(2® — 4) + B(2® — 2z) + C(a* + 22)

kifejezésben x helyébe zérust irva azonnal nyerjik, hogy —8 = —4A azaz A = 2. x = 2-nél
40 = 8C, innen C = 5. Végil x = —2-nél —24 = 8B, azaz B = —3, tehdt

/4x2+16x—8d / 2 3 n 5 p
—_— A = —_ — €r =
3 — Az r x+2 x-2

=2z —-3In(z+2)+5In(xr —2)+C.

A keresett megoldds:

/a:5+:(:4—8 3 2P 3 (x —2)°

dr = — 4+ — +4x+1n +C.

% — 4x 32 (x+2)3

4.68. Megoldas Konnyen meqgqgydzodhetiink rola, hogy a nevezd néqgy killonbozo tényezd
szorzatdra bonthato. Ezutdn a feladat az el6zohoz hasonloan oldhaté meg. De munkdt
takarithatunk meg az u = x* helyettesitéssel. Ekkor ugyanis du = 2zdx és

/ T p 1/ du 11 U_Z—I—C’
—x:— —_— = — 1N =
xd — 3242 2 ) w2 —-3u+2 2 wu-—-1
1. 22-2
= —1In
A o — |

+C.
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-3
z+V3

1
4.69. In

2v/3

4.70. Megoldas

/%dm:/%dw:”(w%zw(ﬁzﬁ =

1
— In

2v/2

T -2
T ++/2

4.71. Megoldas
23— 62+ 11z —5
kifejezést © — 2 polinomjaként felirva (pld. elédllitjuk az
Tog =2
helyhez tartozé Taylor polinomjdt, lasd, 401. példat).
2} — 622 +1lr—5=(r—20°—(z—-2)+1

adodik, azaz

3 _ @2 _ —_9)3 _ _
/a: 62° + 11z 5dx_/(x 2)° — (z 2)+1daf;:

(z —2) (z —2)

1 1 1
:/(1‘—2_(:6—2)3+(x—2)4) du =
In(z —2) + ! ! ;+C

2r—2)2  3(z—2)
(Természetesen gy is eljdrhattunk volna, hogy a részlet-tortekre bontdst a tobbszords
gyokoknek megfeleloen végeztiik volna el
$3—6x2—|—11m—5_ A N B n C n D
(x —2)4 -2 (2?2 (z-2)3 (z—2)

alapjin).
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4.72. Megoldas Tdobbszoros gyokok esetén a gyoktényezd a multiplicitasnak megfeleld
szamossdaggal szerepel a nevezdben az eqytdl a multiplicitisnak megfelelo hatvdnyig. Fl-
sofoku gyoktényezo esetén a szamldlo konstans.

»—224+4 A B (C d e
A +

x3(x —2)? r 22 2 -2 (r-—2)%

Ugyanis ebben a példaban a O hdromszoros, 2 pedig kétszeres gyok.
-2 4 4=

= A(z" — 42° + 42°) + B(2® — 42* + 42) + C(2® — 4o + 4) + d(2* — 22°) + ex?®

A+d=0
—4A+B—-2d+e=1
4A — 4B+ C = -2 —

4B —-4C =0
4C =4
Egyenletrendszerbdl
1 1 1
A=-, B=1 =1, d=—- ==
47 ) C ) 47 e 2
/x3—2x2+4d _/ 1 1.1 1 1 e —
x3(x — 2)? = dr 22 23 A(x—2) 2(x—2)? e
1 1 1 1
S P +C

4.73. Megoldas

dzx 1 0 5 5 1 1 x-1
_— = —— 4 - ——=—)der=—+ =1 C
/w4—x2 /( x2+x+x—1 x+1 v x+2naz+1+

4.74. Megoldas

26+t 2t(a?+ 1)

1 1 A B C D FExz+F
— Sttt
x  x?2 xd ot 2?41
Masodfoku gyoktényezd esetén a szamldlo elséfoku!
1=A(@° +2%) + B(a* +2°) + C(@® +2) + D(2* + 1) + E2® + Fa!
azonossagbol irhato fel az egyenletrendszer, melybdol A, B, C, D, E és F meghatdrozhato.

A+e=0
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B+F=0

A+C=0

B+d=0
C=0 A=0 E=0
D=1 B=-1 F=1

Tehdt
/ dx /0 1+0+1+ 1 d 1 1+ ; L
_ R R R r=-———+4arctgx )

26 + 4 x  x2 3 xt 2241 r  3a3 g

4.75. Megoldas
x A Bx +C

x
-1 (x—l)($2+x+1)_x—1+x2+x+1

CA@P+x+1)+B@®—x)+C(x—1)
B x3—1

L 1
3 +C 5 C=0 C 3

A+B=0
T 1 1 —r+1
de = | = dr =
/:c?’—lx /3<x—1+x2+x+1) o
1 1 +1 3
_—/ __tT + 2 dr =
3 r—1 224+24+1 224+24+1
1 1 rz+1
=_In(z—1)—=In(z*+ 2+ 1) + —=arctg ——— + C
4.76. Megoldas
2

-2t

/ x? dx_/(l—i—w;)v(l—ﬂ)dx:/(1+:U)(1fx)(1+:v2)d$:
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4.77. Megoldas
1 A B Cx+d

(x4 1)2(22+1) _x+1+(x+1)2+ 241

alapjan végezziik a részlet-tortekre bontast és nyerjik:

/k$+Dg;+i):/Ké@1&)+2@ily_2@;;m)dx:

1

1
:§ln(x+1)—m

- }lln(ac2 +1)C

4.78. Megoldas A nevezd tényezokre bontdsdt a kovetkezoképpen végezhetjik el:
I4at =142 42" 222 =1+ 22— 2% = (1 4+ 222 - (V2 2)? =

—(1+22+V22)(1+2>—V2 1)
A rész tortekre vald bontds vazlata

1 Az + B Cx+d

= +
L+t 22422 +1 22—V22+1

Az eredmény:

/ dx 1 1 24+V2r+1 N 1
= n

l+zt 4v2 2242241 2V2

4.79. Megoldas A feladat elsé pillanatra azonos jellegi az elézével. Meg is oldhatd an-

nak alapjan, de gondosabb vizsgalat utdn kideril, hogy specidlis tulajdonsdgai figyelembe
vételével sokkal eqyszeribben is megoldhato.

e(l—a?) T 23
/ Hm4w_/g+ﬁw_/1+ﬁw

UII'Q

e

arctg 1 3
—x

Az elsd integrdlt

helyettesitéssel hozhatjuk még egyszeribb alakra (ldsd a 4.39. feladatot), a mdsodik pedig
maris integralhato, mert a szamldlo a nevezd deriwvdltjanak a negyede.

T z3 1 5 1 4
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4.80. Megoldas Taobbszoros komplex gyok esetén javasolhato a tgt helyettesités.

/ de 1 de 1 dx
(@249 729) (2 41)" 729) [(2)2+1]

1 3 1 cos® t
= — 3 dt = — 5 t = (x)
729 (tgzt + 1) cos2t 243 cos“t

T tgt: d 5
—_ = * xTr =
3 &b cos?t

1 A 1 1+ cos?t)” 1 1+ 2cos2t + cos® 2t
) =313 / cos 243 ( 2 ) 243 4

1 1+ cos 4t 1 t sin4dt
= — 142 264+ ———)dt = — [t +sin2t + = C =
972/( +2cos 2t + 5 ) 972(+S1n +5+—3 )—i—

1 3act z 6 +3x(9—x2) L
= — —arl — e
072 \ 23 T 29 T 2(0 1 42)2

dt

1
—arctgz i +C

xr
648 3206022 +9) " 36(a% 1 9)?

|
481, —— 1
3w—3p ¢

4.82. 2ln|z—5|+c.

1
4.83. —In(2® — 61 +27) +c.

2
1 22 r—3
4.84. —In(2?—6x+27)+ arct +c.
5 ( ) 8 5a
30 1\2
485 i1
r+3

4.86. Megoldas Pdratlan kitevd esetén helyettesitéssel oldhatjuk meg a feladatot.

/cos5 xdr = /0054 x - cos(z)dr = /(cos2 x)? cos(z)dr =

_ a2 2 _ a2 O N e _
= [ (1 —=sin“z)°cos(z)dr = [ (1 —u)du= [ (1—2u"+u")du=mu 3 + = +0 =
. 2 .3 1 .5
:sm(x)—gsm x—i-gsm x4+ C
u = sin(x) du = cos(z)dx
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4.87. Megoldas Pdros kitevd esetén a linearizdld formula alkalmazdsdt javasoljuk.

/sin6 rdr = /(sin2 r)*dr = / (1_%5(295))3611’ =

1
=3 / (1 — 3cos(2x) + 3 cos? 2z — cos® Zx) dr =

1 1 4 1
:g/(1—3COS(21‘)+3'$> da:—g/cos?’Qxd:E

Az elsd integrdlban 1jbol alkalmaztuk a linearizalo formuldt, igy kerdlt
cos? 2z

helyébe
1+ cosdx

2

A mdsodik integrdlban pedig mdr pdratlan kitevon szerepel trigonometrikus fiigguény, te-
hat az az elozo példa mintdjara megoldhato.
Az eredmény:

1/5 3 3 1 1
/sin6 rdr = 3 (51; ~5 sin(2x) + 3 sindx — 5 sin(2z) + 6 sin® 2x> +C

4.88. Megoldas
/sin6 x-cos’x dr = /sin6 x - cos® x - cos(w) dr = /sin6 x - (1 —sin*z) - cos(x)dr =

u = sin(z) du = cos(x)dx

1 1
= /u6(1 —u?)du = ?Sin7x— §Sin9x—|—C’

4.89. Megoldas

/Sm4xdm:/<1_0082$)2dx:/1_2C082x+COS4xdx:

cos? x cos? x cos? x

1
/( 5 —2+COSZ$)de‘:
cos? x

3 sin(2x
:tg(a:)—isc—l— El )

+C
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4.90. Megoldas

/sin?’x dgg:/(1—C052x).sin(x)dx:_/l—uzdu:/ 1 1 =
cos? x cost x u? w2 ul

u = cos(x) du = —sin(z)dz
1 1 1 1
-4 — — C
u i 3u? 3cosPz  cos(z) *

4.91. Megoldas Alkalmazzuk a t = tg 3 helyettesitést, akkor

dz % 2
[ S S S
sin(x) 4 cos(x) o+ 20+1—t

1+¢2

V2 otggs—v2-1

4.92. Megoldas Itt is valogathatunk a megoldasi mddszerek kozott. Alkalmazhatjuk a

1 tgZ 4+ v2—-1
lng2 V2 +C

t—tgx
)

helyettesitést, akkor

dx 2 1+tgs T T
— = = —dt=2-arth+C =1 24+C=Intg(~+>)+C
/Cos(x) /1—1&2 arth + nl_tg%-l- n g(4+2)+

De ugyanigy haszndlhatjuk fel a pdratlan kitevoyi jellegét is.

/ dx :/cos(x)dm :/ COS@; e :/ du In 1—|—s%n(m) Lo
cos(x) cos? x 1 —sin’x 1 —u? 1 —sin(x)

Megfeleld dtalakitdsok utan az eredmény ugyanolyan alakra bonthato:

dz T T
=1 -4+ — .
/cos(:c) ntg(4+2)—|—0

4.93. Megoldas
dx 1 x
— _— Carctg(2-tg=) +C.
/5—3(:08(1:) 9 8! g2)+
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4.94. Megoldas Ha sin(x)-nek és cos(x)-nek csak pdros kitevdjii hatvanyai és tg (z)
fordulnak eld, akkor (bdr a t = tg35 helyettesités akkor is alkalmazhatd) eldnydsebb a
t =tg () helyettesités alkalmazdsa.

5 £ 5 t o1,
tg’x dx = dt = [ (t° —t+ )dt:———+§ln(t +1)+C = (%)

1+¢2 1+¢2 4 2
dt
t=t = tgt dr=
g(x) x=arctg T=1Tp
1, 1
(x) = 1 tg'r — E-tgzx—ln-cos(a:)JrC.
4.95. Megoldas
1 1+ tgPx
=1+ tg° = :
cos? x g sin? z tgPx
Tehat
t = tg(z)

helyettesités esetén

dx (1+t2)2-(1+2)* dt (1+1¢2)3
. 4 — 1 . B = 1 dt =
sin® x - cos* x t 1+t t

1+ 3t2 + 3t + 16 1 3
:/ + _tz + dt=/<t—4+t—2+3+t2>dt:

1 3 3 1 3 1,
I—@—¥+3t+§+02—§~ctg x—3-ctg(x)+3-tg(x)—|—§~tg:c—|—C’.

4.96. Megoldas

1+tgx 1 1
dr == -t S.lntgz+C
/sin(Z:z:) r=g5- )+ nigrs

4.97. Megoldas

dx 1
_— = . t 2t C.
/1+Sin2x V2 are g(\/_ gx)+

4.98. Megoldas

s—dr = —1 + — -sin(z) - cos(z) + C.

/ cos*z +sintz 1. 1+tg(z) 1
—_— n —
cos? x — sin” x 4 1—tg(x) 2

(A linearizdlé formula segitségével cos(2x) figguényeként irhatjuk fel az integrdlando
figgvényt. Ezdltal a feladat nagymértékben egyszerisidik.)
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4.99. Megoldas

. ™ 1 . T . T
/sm 3x - cos <5x — 5) drx = 5/ [sm(&v - 5) + Sln(§ - 23:)] dx =

1 1
=12 cos(2x — g) ~ 5% cos(8z — g) +C.

4.100. Megoldas Nem tipus feladat, de

x x x
sin(x) :sin2-§ :2-sin§-cos§
és

sin“ — +cos“ = =1
1n2—|— 82

osszefiiggések felhaszndldsdval egyszert megolddst nyerink.

/\/1+sin(:v)d:p:/\/sin2§+281nz-cosg+0082 gdx:

2

/(81ng+cos§)dx—2 sm§—2 cos§+C

4.101. Megoldas A hiperbolikus fiigguények integraldsat sok esetben, - mint pl. most
is - a trigonometrikus integrdlhoz hasonldan végezziik el. (Megemlitjiik azonban, hogy a
hiperbolikus fiigguények raciondlis fiigguényeinek az integrdldsa mindig visszavezethetd e®
raciondlis figguényének az integrdldsdra. A célszeriséqg donti el, hogy mikor melyik utat
vdlasztjuk.)

/sh2x - ch’z dr = /shzx (14 sh*z) - ch x dv = /u2(1 +u?)du = /(u2 +ut)du = (%)

u = sh x; du = ch xdx
3 5 1 1
(1) =S+ F+C=3 st shia+C

4.102. Megoldas

sh3 (ch®x — 1)sh u? — 1 _2
dr = Pr—2Vehx+ C
\/chx vVeh x \/_
u=chzx du = sh xdx.
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4.103. Megoldas A ch’z — sh’x = 1 aznonossdg felhaszndldsdvalazt kapjuk, hogy

dx ch’r — sh’x chx shax
——— = | ————dv= | ( —— - —— |dv=Insha —Inch —
/shx-chx /shx-chx v /(shx chx) r=Inshr—Inchz+C

sh x

=1In +C=In thz+C.

ch x

4.104. Megoldas Az eloz6 példa alapjin nagyon egyszeriien kapjuk az eredményt a ko-
vetkezo dtalakitds utdn:

dx dz x
_ —m e
/mm /2m§m§ ng

x —x

Alternativ megoldds, ha sh x helyébe % kifejezést irunk, vagy ha sh x-el valo szor-

zas €s osztds utdn 2 integrdaldasdra alkalmazzuk az uw = ch x helyettesitést.

C J—

4.105. Megoldas
1
ch o - chB = 3 [ch(a + B) + ch(a — B)]
osszefiliggés alapjan
/chx-ch2x~ch3xdx:

1 1 1 1 1
—Z/(ch6x+ch4x+ch2x+1)dx—ﬂ 5h6x+E sh4x+§ sh2x+1x+C.

4.106. Megoldas

e u?  du u 1
dx = — = du= [ (1- du=u—1 1 =
[oqde= [ [ = [0 di= s ) 40 = (9

1
u=¢€e" z=lnu dzr=—du
U

(x) =e” —In(e" + 1) + C.

4.107. Megoldas

6 6 2 2 e —3
/em—?) o /(u—S)u ¢ /( u+u—3) ¢ e +C




4.108. Megoldas A parcidlis integrdalds alkalmazhato, de a megoldds ilyen modon sok-
kal hosszabb, mintha sh 3x-et e*-el fejezziik ki, ezért ezt a megoldast ajinljuk hasonlo
esetekben 1s.

3z _ ,—3x dr _ —2x 1 1
/ex- sh3a:dx:/e$-idx:/idx:§64x+16—2x+0‘

2 2
1 2x
4.109. (67 — a:) T

4.110. Megoldas

w5 g 2 2 (3

2 _
2 10 2
(*):2—7\/(3:1:4—5)3—?\/3:6—%5—!—0:ﬁ\/3x+5-(3x—10)+0.

4.111. Megoldas

fyou? 1 2 41
/(w2—3x+2)'\/2x—1dx:/<w—3-u;_ —|—2>u-udu=(*)

4
2
1
u=+2xr—1; uw=2r—1; x:u; ; dr = udu
1 1 (u” 4P
(*):Z/(u6—4u4—|—3u2)du:z<u7—%+u3)+02

= V@ - @I 4 /PO

4.112. Megoldas A feladatot kisebb Iépésekben kétszeri helyettesitéssel is megoldhatjuk.
Elobb e* = t, majd pedig u = /t + 1 helyettesitést alkalmazva raciondlis tortfiigguény
integrdldasdra vezetjiik vissza.

/ dx _/ dt _/ 2u du—?/ du B
Vel ) t-virl ) (@—Du u?—1

1
= -2 arthu+C:—1n1+u

+C =

—Uu
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xT

1
t=e"; x=Int; dxz;dt; u=+vVt+1; t=u>—1; dt=2udu

1—+ver+1
=In U+C’:ln—e++C
1+u 1++ver+1

Természetesen rovidebb lesz a megoldds (és azért dltaldban gy is jarunk el), ha a két
helyettesitést dsszevonva eqy megfeleld helyettesz’tést alkalmazunk.

/ du—Q/ du
Ver + N u? —1

(A folytatds azonos.)

2
ver+1=u e’ =u?—1 r=In(u’—1) dx = Quldu.
u_

4.113. Megoldas

/ W G
- 0U au =
1+\/_ 14 u?

r=ub dr = 6u’du u= .
A gyokkitevok legkisebb kozos tobbsziriose lesz a helyettesitendd kifejezés gyokkitevdje.

u? 1
6 u3+1du—6 u® —u? +1_u3+1 du =
6 3
?V6$7—ZV6$4+6%—21I1(\6/5+1)+
2¥xr —1
—i—ln(\/G:L’Q—%+1>—2\/§arctg\/_x—+(7:

V3
6 3 Invz?2— Yz +1
VT — SV + 69 + —
7 1 Ve In Va2 429z + 1
297 — 1
—2\/§arct —— (.
SRV

4.114. Megoldas

/ + /u2+u /ufldu:4/(U—1+uil)du:
NCEE

2u® —4u+4In(u+1)+C =
x=ut dx = 4udu

=2z —4yr +4In(yr +1) +C
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4.115. Megoldas

11—z dx 4u? 1+ u? u?
l+z = (I+u?)? 1—u? (1 4+ u?)(1 —u?)

/ 1 1 +0-u+2 d (*)
_= — u =
u—1 u+1 u?+1

11—z 11—z 9 1 —u? d —4u d
=u; =u”; = ; r = ——=du
1+ ’ 1+ 1+u? (1 + u?)?
-1
(>x<)zln(u—l)—ln(u+1)+2arctgu—|—0:lnu 1+2arctgu—|—0:
u
1
z 1- l—2—-+v1 1-—
:ln1+——|—2ar’ctg\/ ‘ zln\/ ‘ \/+$+2arctg $+C'
w4 q 1+ Vi—a2++V1+2x 1+

14+x

4.116. Megoldas 2% = t helyettesitéssel a gyokjel alatt mdr linedris kifejezés lesz, te-
hadt gy sikerilt a feladatot az el6z6kben targyalt tipusra visszavezetni. Az eljdrds azért
alkalmazhaté a jelen esetben, mert a szdmldléban x3dx dll, ami igy irhaté x° - xdx. Itt

1
22 helyébe t, xdx helyébe pedig §dt irhato.

Gyakorldsként oldjuk meg a feladatot ilyen bontdsban is. Tekintettel azonban arra, hogy
az 19y nyert integrdlt egqy wujabb helyettesitéssel racionalizdljuk, joggal meril fel az az
19ény, hogy lehetdleg egyetlen helyettesitéssel oldjuk meg a feladatot. Ez lehetséges

/m \/_ g/u\/_ald“:é/(\/_—%)du:

u—1
2

<\/— 2\/_)+C_ V14222 (22 = 1)+ C.

14222 =u du = 4xdx 22 =

1
8

4.117. Megoldas

1
= — arsh 3z — 1) + C.

/ dx B / dz
V92?2 — 6z + 2 VBr—12+1 3
4.118. Megoldas

/x/lQ:K:Ew:/\/—(9x2—gj12x+2):/\/—[(Sx—dj)Q—él—l—Q]:
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dx 1 dx
-/ﬂfﬁTﬁﬁiﬁ/%fF%f
1

1 V2 3 —2 3 — 2
= —— - — arcsin

N NG —i—C':garcsm 7 + C.

4.119. Megoldas

/\/mjxw:/%

2
A gyokjel alatti kifejezés az v = — hely kivételével (amikor is 0) mindeniitt negativ, ezért
beldle négyzetgyok nem vonhato. Az integralando fiigguény tehdt sehol nincs értelmezve

(még az x = 3 helyen sem, mert ott a nevezd 0).

4.120. Megoldas

/ﬁTﬁfﬁmz/ﬁfﬁi%m:/¢ummwtﬂmz

:/mdx:@./w_ (=) e

\/§/\/1—Sin2u\/§cosudu:2-/Cosu-cosudu:

-1
* =sinu ; z=+2sinu+1; dx = /2 cos udu
V2
1 2 1
:2-/0052udu:2-/$du:u+§Sin2u+0
A wvisszahelyettesitéshez eqyrészt
r—1 .
=sinu
V2
kifejezésbdl felirjuk, hogy
-1
© = arcsin L

V2
:I/‘ p—
masrészt sin 2u-t kifejezziik sinu-val, mert sinu helyébe

V2
1 . ) ) 5
551n2u:smu-cosu:smu-\/l—sm u =
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x—1 (x—l)z_x—l x2—2rxr+1
V2 )= 2

tehat

1422 — 22

1 _
/\/1+23:—x2da;—arcsinx —|—I
V2

4.121. Megoldas

[vET s i =3 [\ et par= . /\/x__ .
/J(ﬁx?)Q—l—idI%/\/(2\/330\/5)24‘16590(*)

ht++/3 1
2W3x —V3=sht; xzs—; dx = —— - ch tdt
2V/3 2V/3

1 1 1 1 / ) 1 /ch2t+1
= — sh’t+1- —— - chtdt = —— | chtdt = dt =
2/ 23 43 4/3 2
h 2t 1
(5 +t)+C:—(sht~\/1+sh2t+t>+C:
83

‘ -

8v3 \ 2
= % [\/ﬁ(zx— 1)1+ 322 — 1)2 + arsh V3 - (22 — 1)} +C =
é(Zm—l)\/Ha:?—le—i-él—l—% arsh V3 - (2 — 1)+ C =
322 —3x + 1 8\1/§ 3-(2x—1)+C.

4.122. Megoldas
3 1
/\/x2+6x—|—10 dx = %\/$2+6x+10+§ arsh (x +3) + C.
4.123. Megoldas

1
/\/3—x2 dr = z\/3—x2—|—— arcsini—I—C.
2 2 V3

4.124. Megoldas

/ du = arsh x_—2 +C.
Va2 —4x + 40 6
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4.125. Megoldas

dx 1 h$+2

= — ars +C
V322 4+ 122 +30 V3 V6

4.126. Megoldas

+ 2 3 2
2x2+8x+5dx:$ 202 +8x + 5 — arch \/jm—kQ +C
/v Py N S +2)

4.127. Megoldas

22 +x+1 31 20—1 22+7
——dx = — arcsin — Vi+x—22+C.
Va4 x — x? 8 V17 4

4.2.2. Hatarozott integralok. Vegyes feladatok

13
4.128. —.
6
7
4.129. —.
12
4.130 !
130, o=
e?—1
4.131.
2
T
4.132. —.
4
4.133 4
133, o
4.134 4
.134. T
s s
4.135. 1 —) —1 —).
35 ntg(g) Htg(12)
8
4.136. —.
7
T
4.137. —.
8
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4
4.138. ——.
9
1 1
4.139. —<1——).
2 e
4.140. 1.
4141. =
4
4.142. L.
12
4143, O
25
4.144. 2 +1.
4
4.145. §7T—\/§.
4.146. 0.
25 13
4.147. =422
4e2 + 4
4.148.
a 2
Ina)? —21 2] —
(Ina)? [(na) na+2] (Ina)?

4.2.3. Improprius integralok
4.149. Megoldas
>~ 1 “1 11“ 1
/ — dr = lim — = lim [——] = lim [——I——
9 x w—oo fo T wW—00

4.150. Megoldas

1 “1
/ — dx = lim — dr = lim (Inw —1In1).
1

T w—oo 1 T w—00

Mivel lim,, .o Inw = oo, ezért a fenti integrdl divergens.

T
4.151. —.
2
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4.152. 5.

4
4.153. ——.

&3
4.154. 9elY.

4.155.  Divergens.

1

4.156. —.
36

4.157.  Divergens.

1
4.158. —.
2e
4.159. /2.
4.160. 1.

4.161. Megoldas

! 1 . ! 1 . 1—¢
dx = lim de =lim [—In(1 — 2)],”" =
0

1—:E EHOE 1—.17 e—0

=lim(—Ine+1In1)

e—0

tehdt divergens.

4.162. Megoldas

dz = lim

1 1
1 1 1—¢
———dr =Ilim |-2vV1—=x =
/0 /1 —x E*)O/E /1 —x E*)O[ 0

= lim(—2ye + 2) = 2.

e—0

4.163. Megoldas

| Lo 1 !
/ dr = lim dr = lim {5 In(2z — 1)} =

52;5—1 e—0 %+€2,CL’—1 e—0 %—&-5

= ll_l}é(élna ~3 Inl),

tehdt az integral divergens.
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4.164.

4.165.

4.166.

4.167.

4.168.

4.169.

4.170.

4.171.

4.172.

4.173.

4.174.

4.175.

4.176.

4.177.

4.178.

4.179.

4.180.

1
24
1.

(107 — 3/3).

Nem konvergens.

IS) SEN

= N | —

a? + b2’
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4.2.4. Az integralszamitas alkalmazasai

4.181. 8
46
4.182. —
9
4.183 2
183, 2
81
4.184. —
4
163
4.185. N
4
49
4.186. —
20
et —1
4.187. ~ 3.5106

e
4.188. Megoldas

0,3 3 0.3 ]
T:/Sin3x dz = [—COS x} = =+ (1= c0s0,9) ~ 0.1261
0

3 0
2 .
4.189. 5 -sin 1.5 ~ 0.665
4.190. 2
1
4.191. 5 sh6 =~ 100.86

4.192. ch2—-1~2.762

4.193. 2In2~1.386

4.194. In2

1
4.195. —In3

2

1
4.196. D) In3
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4.197.

4.198.

4.199.

4.200.

4.201.

4.202.

4.203.

4.204.

4.205.

4.206.

4.207.

4.208.

4.209.

4.210.

4.211.

4.212.

Tr =

1
r=—3 In(6 + e~ %) ~ —0.9070

T = arccos?l ~ (0.7227

W= Wl

1

1 1

A metszéspontok abszcisszdi: ——, —

Ina

2 V2
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1
4.213. 1 (8\/6_ — 2\/3%— ar sh8 — ar sh 2)
4.214. sh3 ~10.02
1 1
4.215. \/ﬁ—\/g—ar shé—l—ar sh§%4.49

4.216. 1.32
5T
4.217. —
2
4.218. 5_7r
2
4.219. 8&a
1
4.220. 5—\/5
4
4.221. 63.3
4.222.

4.223. 7w-In4

12
4204, 21T
63
1
4.205. L07
3
167
4.226. —
15
4.227. 127
T
4.228. L~
15

4.229. Megoldas

™ ™

1 22) 2
V:7T/C08493d$:71'/<+c+(x>) dr =

0

N

[ 1+ cos4
/1+2008(2$)+$ dr =
0

o

7T[+. 2W+7r +sin4xﬂ 32
= —|r +smn2x — |z = —
4 8 4 ], 8
4.230. 67

4
4.231. gab%r
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5. fejezet

Differencialegyenletek
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5.1. Differencialegyenletek

5.1.1. Szeparabilis differencialegyenletek
Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenleteket, és dbrazoljunk néhany megoldést.

a) Yy =

b) Y =uy.

c) Yy = xy.
Hatarozzuk meg a

sin(z) cos®(z) + (cos(z) 4 1) sin(y)y’ =0

differencialegyenletnek a P (27?, %) ponton atmeno partikularis megoldasat.

Oldjuk meg az alabbi szétvalaszthaté véltozoju differencidlegyenleteket.

5.3. vy —1= 2y +xy)y.

5.4. vy +y=y>

5.5. 2@y +z—y—1) = (2? — 22)y’.
5.6. zy + 1 —22y =0.

5.7. (x+zy?*)y —3=0.

5.8. V1-9y2=V1+22y.

5.9. VI—y2=(1-2%)y.
5.10. sin(y) = e*y/.

5.11. (1+2%)y =+/1—y2
5.12. z(1+y?) + (1+22)y =0.
5.13. zyy — (1 —y*) =0.

5.14. y(4+92%) = .

5.15. sin(z)y’ = sin(y).
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5.16. (2z+ 1)y +y* = 0.
5.17. (14 2y)z+ (L +2?)y =0.
5.18. y' sin(z) sin(y) + 5 cos(z) cos®(y) = 0.

Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenleteknek azt a partikularis megoldasat,
mely az adott kezdeti feltételeket kielégiti.

5.19.
vy o x
l+z 1+y’
a) y(1) =1 b) y(0) =1

5.20. y'sin(z) =yln(y), y(0)=1.
5.21. yy' ==, y(l)=1
5.22. V1T —22+y/1—92y =0, y(0)=1.
5.23. 2y =19, y(0)=1.
5.24. yln(y) +zy =0, y(l)=1.

Hatarozzuk annak a gorbeseregnek az egyenletét, melyben mindegyik goérbéjére
fennall a kovetkezd tulajdonsiag: barmely (x,y) koordindtdju P pontjidhoz tartozé
normalisanak az x tengelyig terjedé darabja ugyanakkora, mint a P pontnak az
orig6tdél mért tavolséga.

Mi az egyenlete annak a gorbének, melyben a gorbe alatti teriilet az a és x
abszcisszaji pontok kozott ardnyos a pontok kozotti gorbék hosszaval?

5.27. Hatarozzuk meg azokat a gorbéket, amelyeknél a szubtangens hosszisaga egy rog-
zitett a allandoval egyenlo.

5.28. Hatarozzuk meg azokat a gérbéket, amelyeknél a szubnormalis allandé.
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5.1.2. Linearis differencialegyenletek

Oldjuk meg az

y = —2zy + 2we™*

inhomogén linearis differenciadlegyenlet.

Hatérozzuk meg az

, 1 1 — cos(x)

sin(z) Y sin(z)

differencialegyenlet dltaldnos megoldasat. Adjuk meg a P (g, 7r) ponton athalado

partikularis megoldast.

Trjuk fel az
1
—y =-y+1
x

differencidlegyenletnek a P(0,7) ponton atmen6 megoldasat.

Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenleteket:

5.32. y = axy + 23
5.33. y' cos(z) + ysin(z) = 1.
5.34. y — gy = 22%e”.
T
5.35. (22 = 1)y = ay + 2%
5.36. Yy + ytg (x) = sin(2z).
5.37. y'y + tho = 62,
5.38. y' cos(x) — 3y sin(x) = ctg ().
5.39. xy + 2y = 2.
5.40. Yy +y = sin(2x).
5.41. yrln(r) —y=2?2In(z) — 1).
5.42. y' sin(x) — ycos(x) = e®sin’(z).
5.43. ry +y=xln|zl
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Szamitsuk ki az alabbi differencialegyenleteknek az adott kezdeti feltételeket kielégito
megoldasat:

5.44. xy + 2y = 3z, y(l) = 1.

5.45. (1 -2y +ay =1, y(0) = 1.

5.46. Y + 2y = 3ze™, Y (\/E) = %(1 +1n2).
5.47. Yy +ycos(z) = %sin(%:), y(0) = 1.

5.48. y +aty =12 y(2)=1

5.49. vy +y+xe® =0, y(1) = 0.
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5.2. Differencialegyenletek. Megoldasok

5.2.1. Szeparabilis differencialegyenletek

2
5.1. a) A differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa az y = % + (' gorbesereg.

A megoldésfiiggvények grafikonja (az tn. integralgdrbék) olyan parabolak,
melyek tengelye az y tengellyel esik egybe.

5.1. dbra. 5.1. feladat a) és b) rész

1:2
¢) Az altaldnos megoldas: y = Ce’z .
Néhany integral gorbe grafikonja:

5.2. A valtozokat szétvélasztva:
sin — si
/—( ) dy = /—sm(:c) dx +c
cos3(y) cos(z) + 1
Az egyenl6ség jobboldalan all6 integralban a szamlalo a nevezo derivéltja, ezért:

_Sin(x) = 1n COs(x
/mderlnC—l C(cos(z) + 1),

158



5.2. dbra. 5.1 feladat

A baloldalon u = cos(y) helyettesitéssel szamolunk. Ekkor du = —sin(y)dy, s igy:

sin(y) 3, _u_2 B 1
/0083(y)dy_ /u du = —2  2cos?(y)’

Innen a szamolas lépései:

m = InC(cos(z) + 1)
2cos’(y) = In c(cosl(a:) +1)
1 + cos(2y) In C(cosl(x) +1)
cos(2y) 1 ;ggi?{igﬁ 1_)1)
s = Larecos (1 ) T>1)>

Ez a differencidlegyenlet altaldnos megoldasa. Valasszuk ki ezek koziil a keresett
partikularis megoldést!

Mivel P (27r, %) ponton athaladé megoldast keresiik, y(27) = % kell legyen.

1—In2C
In2C

T
— = arccos -
2
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5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

Azaz:

In2C

Az egyenl6ség mindkét oldalanak cosinuséat véve:

T (1—1n20)
5= arccos | ———— | .

T 1—-In2C 0
COS— = ——— =
2 In2C ’
innen:
1—-In2C = 0
1 = In2C

e
azaz C' = 3 és igy

1 (1 — +In(cos(z) + 1))

y = - arccos | —
2 5 In(cos(z) + 1)

v —1=C(x+2)? y==1

B 1
1= Cx’

Cly+1)=x(x—-2), y=-1.

Y y=0,y=1
y=CeVl=% 4y =0.
3y+y2>=9InCur.
y=sin(sh 'z +0C), y==+1

y =sin(th 'z +0C), y==+1, ==l

x:—ln(—lnC’-tg%), y=km, k=0,+£1,+2, ...

y = sin(arctanz + C'), y = =+1.
| (1 ¢ )

— n—m .

o V1+ a?
1

y=— vVC?222 -1

Cx

3
3y? = arctan ; +C.
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5.15. y:2arctan<0+tgg>, Ck=0,41,42, ...

1
5.16. y— ———— y—0
Y“wovarr Y
C 1
5.A7. y= — "~
YoM+ 2
1 .
5.18. —— = —10Insin(z) + C
cos?y

5.19. l.a)y=x

2.b) 2(x —y3) +3(@*—y*)+5=0
5.20. y = e'83.
5.21. y? —1=2In(e"+1) —2In(e + 1).

5.22. (1—22)*? 4 (1— 232 =1

5.23. y = e*®
5.24. y=1
5.25. A feladatnak megfelel6 abrabdl leolvashaté, de az adott feltételekbdl is kovetkezik,
hogy:
OP = PN és PN _LPT.
Tehat

I
1
|
P ['d 1 i .
x .

7 o

5.3. dbra. 5.25 feladat
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d
el = tgy = cot V.
dx

Maésrészt:
T
cotd = —.

Ezek felhasznaldsaval a gorbesereg differencidlegyenlete:

dy

de  y’
A valtozokat szétvélasztva:
y? —a2® =C.
Az integralgérbék olyan hiperboldk, melyeknek valds tengelye az y tengely.

5.26. Legyen ]SC\Q a gorbe ive az a és x abszcisszak kozott. A gorbe alatti teriilet

Q
» .
] 0 x

5.4. abra. 5.26 feladat

/a ) y(t)dt,
/;/1 + [y (t)]7dt.

Ha a gorbe alatti teriilet ardmyos az ivhosszal, akkor fennéll:

/: y(t)dt = k /j\/l + [y (t)]7dt.
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Az egyenléség mindkét oldalat x szerint differencidlva, az

1
y() = k\/1+ [y ()] ill. ' = £y — R

differencialegyenlethez jutunk.

A valtozokat szétvalasztva és integrélva:

/d_y _ il/dx
/y2_k2 k
+C
A
COS k‘ k‘

Megoldva y-ra:

C
y:k:coshaHl; )

Ez a differencidlegyenlet altalanos megoldasa, ezenkiviil partikularis megoldas az

Vy? — k? = 0 egyenletbdl adods y = +k is.
5.27. y=_Cea
5.28. y2 = 2p(z + C)

5.2.2. Linearis differencialegyenletek

5.29. Az y = —2zy+2ze~*" differencidlegyenlethez tartozé homogén differenciglegyen-
let:
Y' = —-2zY.

Bzt a valtozok szétvalasztasaval oldjuk meg:

dY
hY = —224+InC

Y _ .2
azazlnc— xe.

A homogén differencidlegyenlet altalanos megoldasa:
Y =Ce ™.

Az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megoldasat az allanddk varia-
lasa mddszerével allitjuk elo:

yo=C(z)-e®

2

yo = [C'(x) = 22 - O(a)] e

163



Behelyettesitiik az inhomogén differencidlegyenletbe:
[C'(z) — 2z - C(z)] e ™ = [-22-C(z)] e + 2z

Innen:
2 2

C'(x)e™ =2z e,
ezutan szorzunk az e* kifejezéssel: C'(z) = 2x. Az egyenléség mindkét oldalst
integralva C' = 22, igy:

2

yo(z) =27 - e

A keresett altalanos megoldas a homogén egyenlet altalanos megoldasanak és az
inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak az Gsszege:

y(z) = (2* + O) e

5.30. 4 — 1 y 1 —‘cos(x)
sin(z) sin(x)
1
A homogén egyenlet megoldasa: Y’ = — Y
sin(x)
dy 1
b d
Y sin(x) v
iy 1 3 wT
c° /ﬁdx :/mdx
Y 2sin 5 cos® 5 tg%

x
COs B)

Y = In (C-tg%) .
A homogén egyenlet altaldnos megoldasa tehat
Y(z)=C- tgg

Az inhomogén egyenlet megoldasa allanddk varialasaval:

x
w(r) = Cla)-tas
VN v z Cx) 1
W) = O g o
Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
C 1 x 1—cos(x)
Cl -t E = O te — .
&9 i 2cos? 5 sin(z) &9 * sin(x)
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5.31.

Mivel

r 1 —cos(x) 2sin? £ x
C'(z) -tg = = = 2 — o=
(x) - te 2 sin(z) 2sin § cos 3 &9

tehat

C'(z) = 1, azaz C(z) = x.

T
yo(x) = z-tg 7

A differencialegyenlet éltalanos megoldasa:

y(a) = (C +a)ts 5.

P (g, 7r> ponton athalad6 megoldést tigy kaphatunk, ha az altalanos megoldédsban

a C allandét megfelel6 médon hatarozzuk meg:
T ™ T T
y(3)=m=(C+3)wi=C+3
Innen: C' = 7.
Tehat a partikularis megoldés:

1
Feladatunk az —y’ = —y + 1 differencidlegyenletnek az y(0) = 7 kezdeti feltételt
x

kielégité megoldasanak meghatarozasa.

A feladatot az y' = a(z)y + b(x) egyenlet megolddsara levezetett
y(;p) — ol al@)dx [C 4 /b(m)ef a(m)dwdw]

képlettel oldjuk meg.
El6bb azonban az egyenletet 1 egyiitthatéjaval el kell osztani:

y = —xy + .
Innen
y(z) = e~ 7[c + /xefxdxdx] =
=e z[c+ /xe2dx] =
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35‘2 T

e 2ct+er]

»

Tehat

y(x) = ce -5 +1
A P(0,7) ponton atmend megolddst a 7 = ce® + 1 egyenletbdl kapjuk, ¢ = 6, igy

M)

yo(z) = 6~ 7 4 1.

5.32. y(z) = Ce™r — (z2 4+ 2).
5.33. y(x) = sin(z) + C cos(x).
5.34. y(x) = 2° (e +0C).
5.35. y(z) = V2> —1[C+In(z+ Va2 -1)] —
5.36. y(x) = Ccos(z) — 2 cos?(z).
5.37. y(z)-chx = 3e” + &3 + C.

_ C +Insin(z) 1
5-38. y(z) = oz 2cos(x)

zt C

1 2
5.40. y(z) = Ce ™™ + R sin(2z) — R cos(2z).
5.41. y(x) = Clnz + 2%

5.42. y(z) = (C + %) sin(z).

5.43. y(x) = ¢ + —zln|z| — -x.
x

5.44. y

(z)
5.45. y(z) =z + 1 — 22,
5.46. y(x) = (22 +1)e”
(z)
(x)

5.47. y(r) = 2e~ 0@ 4 gin(z) — 1.
5.48. y(z) = 1.

1
5.49. y(z) = €” (— - 1) .

x
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