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4. fejezet

Integralszamitas



4.1. Integralszamitas
4.1.1. Hatarozatlan integral
Elemi fiiggvények
4.1./ ! dz

r+1

2

4.3. / i

x?+1

dx
“

/xQ(xz—l)dx
/ﬁ—w—fwdﬁ
41L] [t - Va1 ds

2
—14
4,13,/1’_de
Tz —2

/ I
5 4 52
4.17. /tg% dx

4.19. / 3z°dx

Helyettesités

4.21.

/e_w dx

/Mdm

4.23.

x
[ e
4.4. /sin(:r;) cos(x) dx
dz
7
[ -1
(z+ 1)
4.10. /—\/E dx
3 2
4.12. /M dz
\/E

2
/ﬂdx

22(1 + 2?)
7
— V2 7+ 212
2
[
cos(z) — sin(x)

2 _
4.20. /ﬂda:

12

4.22.

/ cos(dz — 5) d

4.24.

/sin (g — 3x> dx



4.25.

/10”” -e’ dx
4.27.
[ 7=
— dx
322 — 2
4.29.
/ Vv (8 — 32)6 dx
4.31.
/:EQ\S/m?’ +8dx
4.33.
cos(x) e
V/sin(x)
4.35.
3
/ Jtg x dr
cos?(x)
4.37.
/ dz
zlnz
4.39.
2
/ T dx
20 — 1
4.41.
x
d
/a:‘*—l—l v

4.26.

—~

.28.

!

4.3

4.32.

>
=

3

-
*

3

o
%

3

.
e

4

4.42.

/ dx

5+ x2

/ dx
(2x — 3)°

/33\/1—:E2 dx

/ < dx
NGEST

/xsin(x2 +2) dx

/

x
d
/4—|—x2 *

/m

T

dx

4
x
d
/1—xx

cos(z)

1 + sin®(x)

dx
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Parcialis integralas
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4.88. 4.80.

;6 3 .4
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4.128. 4.129.
/ v
/Qx2 +x+1dx / 1 dr
0 1+ 22
1
4.130. 4.131.
3 1 1
—d -
/(2x—1—1)2 v /62 dx
2 0
4.132.

/ sin? (z)dz

INIE]

10



4.133.

™

/ sin® (z)dx

0

4.134. 4.135.
27 g
/COSQ(I‘) Sin3(x) dr / ) .
Sin(gj)
ﬂ s
4.136.
/sin(4x) cos(3x) dx
0
4.137.
/COS4(x) sin?(z) da
4.138.
/sin (4) cos (5z) dx
0
4.139. o
| e?
/l’ . eilzdl‘ /Mdm
0 1 !
4.141. 4.142.
| V3/2 )
/mdw / —
0 N
1/2
4.143.
4
[ =
a0
Vhr — 4

11



4.144. 4.145.
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1
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4.1.3. Improprius integralok

Szamitsuk ki az aldbbi improprius integralok értékét!
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4.179. 4.180.
/xeﬁdx
0
4.1.4. Az integralszamitas alkalmazasai
Teriiletszamitas

/ cos (z)e~%dz

o

/sin(ax)e_b”"dx

0

o0

/x”e“”daz

0

Hatarozzuk meg a fliggvények grafjai alatti teriiletet, és abrazoljuk a fiiggvényeket.

5
4.182. y=— +

4.183. y=+/x; 0<z<1 4.184. y=(1-2)% -2<z<1
4.185. y=123-3; 3<x<4 4.186. y =2t —23; 1<2x<?2
4.187. y=¢*; —05<z<1 4.188.| y =sin(3x); 0<x<0.3
4.189. y = cos(3z); —05<z<05 4.190. y = Cos(g) 0<zr<nm
4.191. y=ch(2z); 0<z<3 4.192. y =sh(z); 0<z<2
2 1
4.193. y==; —2<z<-1 4.194. y = . 1<z<3
x 1+z
4.195 L 3 <4 4.196 L 5 <10
Y=o -5 °=7= Y= ou—5 ==
1
4.197. Hatarozzuk meg x értékét gy, hogy az y = 52 gorbe alatti teriilet 0-tél z-ig
x

- an ™ y
terjedd része Z—gyel legyen egyenld!
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2

4.198. Hatarozzuk meg x értékét ugy, hogy az y = e™** gorbe alatti teriilet z-tol 1-ig

terjed6 része 3-mal legyen egyenld!

4.199. Hatarozzuk meg x € [0, w] értékét gy, hogy az y = sin(x) alatti teriilet 0-t6l

x-ig terjedo része Z—del legyen egyenld!

Hatarozzuk meg a kovetkezd gorbék kozotti teriiletet és abrazoljuk is a gorbéket.

4.200. y=22 é y=22 4.201. y=+\/r é y= %
4.202.| y=2% ¢é y=1—22 4.203. y=22 ¢és y=1— 322
) , o 2
4.204. y=2 ¢é y=3x 4205.y=$— és y:2+£
3 3
1 1 1 .
4.206. y== é y=25-uzx 4.207. a5 +ys =1 & y=1l-u
x

4.208. Jr+ y=1 é x+y=1

Végezziik el az alabbi teriiletszamitasokat.

4.209. Hatdrozzuk meg az y = z(1 — x) parabola és ennek az x = 0, x = 2 abszcisszaju
pontjaihoz hizott érint6i kozotti teriiletet!

1
4.210. Hatarozzuk meg az y = 4.5 — = (z — 4)? parabola, és ennek az x = 3 és © = 6

pontjaban huzott érintéi kozotti teriiletet!

1
4.211. Hatdrozzuk meg az y = — hiperbola, és a P(2,2) pontra illeszkedd, y = = egye-
x

nesre merdleges egyenes altal hatarolt stkidom teriiletét.

1
4.212. Hatarozzuk meg az y = — hiperbola, az y = x és az y = % (ahol a > 0 adott)
x a

egyenes altal hatarolt sikidom teriiletét! Abrézoljuk is a szektort!

Gorbe ivhossza

Hatarozzuk meg az fliggvények gorbéjének ivhosszat a megadott hatarok kozott.

4.213. y=2% 1<2<4 4.214. y=chz; 0<x <3

15



4.215. y=Inz; 2<z<6 4.216. y = In(sin(z)); <z <

e

4.217. 22+ =25, 0<x<5 4.218. x =5cost; y=5sint; 0<t<

4.219. ¢ = a(t — Siﬂt); y = a(l — CO&@QO, r = 5cos’ t; oy = 5sin® t; 0<t T
0<t<2m 3

4.221. x=2t; y=3t% 2<t<5
Forgastestek térfogata
Forgassuk meg a kdévetkezo gorbéket az x tengely koriil, és hatarozzuk meg a keletkezo

forgasfeliiletek és a megadott intervallumok végpontjaiban az x tengelyre allitott merd-
leges sikok hatéarolta térrész térfogatat.

4222 y=¢*;, 0<z<?2 4223, y— —: 1<z<4
VCEREAE
23 1
4.224.y:§; 1<x<2 4.225.3/:95—;; 1<x<3
4.226. y=1—-2% —-1<x<1 4.227. ¥  —2?2=1; 0<x<3
4.228. Jx+,y=1; 0<z<l1 4.229.| y=cos’z; 0<z <7
1 2 2
4.230.y:\/§Jr L 1<2<3 4231. L4 Y 1. _a<u<a
Vv a? b
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4.2.

4.2.1.

Integralszamitas. Megoldasok

Hatarozatlan integral

Elemi fiiggvények

4.1. Injz+ 1|+ C.

4.2.

1-1 1
/ v dx:/Ldm:/ 1-— de=z—In|lz+1|+C.
r+1 r+1 r+1

4.3. v —arctgx + C.

1
4.4. 2 cos(2z) + C.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

_ 4 1 2 3
/\/E—(Z—i_x dx:/(a:_g——joQ) dx:———1n|x|+%+0.
T

2 4
4.10. 5\/$+ g\/FJr 2z + C.

17



4.11.

/(\/E+1)(x—\/5+1) dx:/(xg—i—l) dng\/ﬁﬁLx-l—C.

4.12. gf/ﬁ— %(‘/FJF C.

2
4.13. = — 22+ 3|z — 2|+ C.

2
4.14.
/ 14 222 q / 1+ 22 N x? p
22(1 + z2) 22(1 4 22)  22(1 + 22)
1 1 1
:/(—+r) do=—7 Tarctgr+C
4.15.
6 6 dx 6
/5+5x2 x 5/1+$2 5arc gxr—+
4.16.

In2 In2 dx

In2
— dz = — =
Vv T VRl Ve V2

4.17. tg(z) —z + C.

-arc sh z + C.

4.18.

/ cos((;c;S(—le(x) de = / ffffﬁiiﬁiﬁ de

= /(Cos(x) + sin(z)) dz = sin(z) — cos(z) + C.

4.19. — +C.

8
4.20. z —Tln|z| — — + C.
x

18



Helyettesités

4.21. Végezziik el az u = —x helyettesitést, ezzel dr = —du:
/e_‘c das:—/e“ du=—€e"+C=—-e"+C.
4.22. Végezzik el az u = 4z — 5 helyettesitést. Ekkor du = 4 dx, és igy
/005(495 —5) de = i/cosu du = %lsinu—l— C= }lsin(élx —-5)+C.

Megjegyzés: Az ilyen integralokat célszerti annak az 6sszefiiggésnek a felhasznalaséa-
val kiszamitani, hogy ha

akkor .
/f(A$+b) dx = ZF(Ax+b)+C.
Példaul:
/cos(x) dx = sin(z) + C,
tehat

/cos(4x —5) dx = isin(élx —-5)+C.

A tovédbbiakban ezt az eljarast alkalmazzuk valahdanyszor a belsé fiiggvény z-nek
linearis fliggvénye.

4.23.
1 2 1
/\/8 —2rdr=—5-5(8~ 22)% 4+ C = —5VB-2p+C.
4.24.
/'(” 3)d 1[ (” 3)%0 ! (W 3)+c
sin(—-—3z) de =—— |—cos (= — 3z =—cos |- —3x .
3 3 3 3 3
4.25.
/1090690 dr = /exlnlo 6% dr = /ex(1+ln10) dr
6:):(1+ln 10) 10%e®
[+mi0  ~ 1tmio
Megoldds kézben azt az Osszefiiggést hasznéltuk fel, hogy a = ¢, ill. 10 = ™10,
Ezért

10 = (elnlﬂ)x _ e:I:lnlO.

19



4.26.

4.27.

4.28. —

4.29. —

4.30.

4.31.

4.32.

4.33.

/ dz _1/ dz _1 dx B
5422 5J) 142 5 \2
5 1+<75>

1 T \/5 T
— ~ . VBarctg — + C = ~arctg — + C.
5 g\/S 5 g\/E

/\/%dx:%/ dx :i/ dx _
\/_\/7arch<\/7 >+C——\/§arch<\/§m>+0.

1

sz —3p &
5
11
Tl v/ (8 — 3z)11 + C.

1 1 1 3
/x\/l—xzdm:—5/(—2x)-\/1—x2d:p:—5/\/ﬂdu:—§u2—|—C':

= —% (1—22)+C.

Az integralban v = 1 — 2?2 helyettesitést végeztiik el, ekkor du = —2z dz.

411 (38 + O

/\/%de \/_ = Vil +1+C.

A hasznalt helyettesités: v = 22 + 1, ekkor du = 2z dx.

cos(x du
— = 24/si + C.
\/SIT NG V/sin(z)

A hasznélt helyettesités: u = sin(x), ekkor du = cos(x) dz.

20



4.34.
2 1 : 1 2
xsin(z® + 2) do = 5 | sinu du = 35 cos (2 +2) +C.
A hasznalt helyettesités: u = 22 + 2, ekkor du = 2z dz.

3
4.35. 1 Vtglr + C.

4.36.

T 1 2x 1
de = = de = =In (4 + 22 .
/4+x2 ! 2/4—{—3:2 T g+ 0

Azt latjuk, hogy 2-vel vald szorzas utan a szamlalé a nevezo derivaltja, tehdat a
kifejezés integralja a nevezd e alapu logaritmusaval egyenlo. Ezt a szabalyt jol
tanuljuk meg és az ilyen esetekben mell6zziik a helyettesitést, bar ez az el6zdek egy
specidlis esete. (Most is alkalmazhattuk volna az u = x? + 4 helyettesitést.)

4.37.
1
/ du —/ L dyx=Inlhz+C
rlnz Inz

/ Iz da::/\/ﬂdu:g-\/ln?’x—ka
x

4.38.

1
A hasznalt helyettesités u = Inx, ekkor du = — dx.
x

4.39.

x+2 1 g r 5 1
— /(= 22 @ —1)+C
/2x—1d$ /(2+2x—1) dx 515 2n(:v )+C

4 1
/ x de = /(—$3—x2—x—1— )da:
11—z rz—1
x

Felhasznéltuk, hogy

4.40.

1
T - =—<x3+x2+x+1+—>.
z—1

21



4.41.

x 1 du 1 1 9
/x4+1d:zc—§/u2+1—§arctgu—|—0—§arctgx +C.

A hasznalt helyettesités v = 22, ekkor du = 2z dx.
4.42.
cos(z) J / du
-~ 7 T = J—
V1+sinz V14 u?

A hasznélt helyettesités: u = sin(x), ekkor du = cos(x)dzx.

1
4.43. 1 Vad -1+ C.

4.44. llyen esetekben az integralandé fliggvényt két fiiggvény Osszegére bontjuk. Az
egyik fiiggvénynél a szamlalé a nevezo derivaltjanak konstansszorosa legyen, a
masik figgvénynél pedig a szamldlé mar csak egy konstans, melyet az integral
jel elé is kivihetiink. Tehat

/3x—1d / 3z 1 d
€Tr = —_ T =
2 +9 24+9 2249

3 2 1 d 3 1
:—/ l‘ dx—g/%zéln(x2+9)—§arctg%—l—@

= arsh u + C = arsh(sin(z)) + C.

2) 2249 + (%)

8

4.45. /sin(&v)dw = —w +C.

dx
4.46. =In|3z - 5|+ C.
/ w5 st

4.47. /65”703:6 = %65”7 + C.
sin?(z)

4.48. /sin?’(x) cos(x)dx = 1 +C.

1
4.49. —(1 - ?)?3 4 C.
4.50. —1In|cos(z)| + C.

4.51. 2In(yz + 1)+ C.

22



Parcialis integralas

4.52.

4.53.

4.54.

4.55.

4.56.
4.57.

4.58.

4.59.

(x2 —1)cos3z 2zsin3z  2cos3z

— C.
3 + 9 + 27 +
v+2)° (2 + 4o+ ) e d ¥ 5 B e
Tr = T T (§ r=—\—— —X — ] € .
e 2 2 4
2290 236+1 2x+1
& - +C

m2  (m2)?  (m2p

1 1 1
/51536_“7:2 dx = 5 /$2€_z22$ dr = 3 /ue_“du = —§($2 +1) e 4 C,

ahol u = 2?2 helyettesitéssel du = 2vdx.

t = /7 helyettesitéssel, majd parcidlis integraldssal: —21/x cos \/x +2sin+/z+ C.

1 1
/:csin(x) cos(x) dr = 5 /xsin(2x) dr = 3 sin(2z) — %COS(QII) +C.
1 2
A cos®(z) = 1+ cos(2z) linearizalé formuldt alkalmazzuk, majd kétszer par-

cidlisan integralunk.
Az eredmény: %3 N x? Si2(2x) N a:coz(Qx) B sinéZx) LC

/ r arctgx dr = x,
N~ N —

!
u v

ahol a parcidlis integraldskor v = %, és v' = ﬁ Igy

2

x? 1 z? x r 1
*z;arctgx—é 22 dx:?arctgx—§+§arctg:n+0.

z? 1
dr = 1— dx.
/1—|—x2 v /( 1+x2> v

23
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4.60.

/arctg\/E dsz/uarctgu du = zarctg \/z — /x + arctg vz + C

A hasznalt helyettesités: x = u?, ekkor dz = 2u du.

4.61. Két parcialis integralast kell elvézgezni:

/ 1 -Inz d:v—xln3:v—/ 3 In®z dx =
~— —~~ =~

:xln3a:—3a:ln2x+6/lnx de == zIn®z — 3zIn’z + 6xlnz — 62 + C.

4.62. v/ = 1, v = (arcsin x)? vdlsztéssal egy parciélis integraldst végziink, ekkor

, 2arcsinw
u=ux V=,
V1-—2?

és ezért

/(arcsin 1)? dz = x(arcsin z)? arcsin(x)dxr = *

x
o =
/ V1—a?
Ujabb parcidlis integralast végziink

u = arcsin z, v =

valasztassal, ekkor
* = x(arcsin x)? + 2v/1 — 22 - arcsinw — 2 / dx =

= x(arcsin)? 4+ 2v1 — 22 - arcsinz — 2x + C.

4.63. Ktféleképpen végezzink parcidlis integraldst:

1. 3 :
/ e* cos(2x) dr = 565:6 sin(2z) — 5/65:” sin(2z) dx (4.1)
ahol
u = 3e3* v = —sin(2z).

24



4.64.

Maésrészt

1 2
/ e?’/z cos(2z) dx = gegw cos(2x) + 3 /639” sin(2x) dx (4.2)
ahol 1
u= ge?’w v = —2sin(2x).

Szorozzuk meg (4.1)-et néggyel, (4.2)-t pedig kilenccel és vonjuk 6ssze az igy ad6dd
kifejezések jobb- illetve bal oldalat.

4 / e cos(27) dx = 2¢* sin 2z — 6 / e*” sin(27) dx

9 / % cos 2x dr = 3€** cos 2z + 6 / e sin(2z) dx

13 / e cos(2x) dr = 2¢* sin 2z + 3¢*” cos(2x) + C.

Végiil 13-al val6 osztas utan nyerjiik, hogy:

1
/63”” cos2x dr = 5639“"(2 sin(2x) + 3 cos(2z)) + C.

/ MM dy = / e cosu du,

ahol arcsin x = u, azaz x = sin u helyettesitéssel dz = cosu du fgy olyan alakra ju-
tottunk, melyet parcialisan lehet integralni, éppen az el6z6 példaban is bemutatott
modszerrel. A parcidlis integralast elvégezve adddik, hogy

1
/e“ cos udu = §eu(sinu + cosu) + C,

/ e<':l,I'CSlIl $dw —

tehat

ST (1 4 /1 — 22 + C).

DN | —
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Racionalis tortfiiggvények integralja

4.65. Ha a masodfoku nevezoju tortfiiggvény nevezoje tényezok szorzataként irhato fel,
akkor a tort linearis nevez6jl tortek osszegére bonthaté.

Annak érdekében, hogy ezt a felbontast elvégezhessiik a nevezot egyenlové tessziik
0-val és megoldjuk az igy nyert egyenletet, mert ennek az egyenletnek a gyok-
tényez6i lesznek a szorzat alakban felirt nevezd tényezéi. Az 22 — 7Tx + 12 = 0
egyenlet gyokei: x1 = 3, xo = 4, azaz

2 —Tr+12=(x—3)-(z —4)

Most mér ismerjiik a keresett linedaris tort-fliggvények nevezéit, hatarozzuk még
a szamlalokat, melyek linedris nevezo esetén konstansok. Jeloljiik ezeket A-val és
B-vel, akkor

x—2 A B A(x —4)+ B(z — 3)

x2—7$+12:x—3+x—45 (x —3)(z —4)

Azonossdgot irtunk, mert olyan A és B értéket keresiink, melyek mellett az egyen-
16ség minden z-re fennall. Mivel a nevezok azonosan egyenldk az azonossagnak a
szamlaldkra is fenn kell allni, azaz

r—2=A(xr —4)+ B(z — 3).

Az azonossag nyilvan fenndll, ha az x-es tagok egyiitthatéja mind a két oldalon
egyenl6 ugyanugy, mint a konstansok. Ez azonban két egyenletet szolgaltat, melyek-
b6l A és B kiszamithato.

B =2, A=-1

A kapott értékeket behelyettesitve

r—2 1 2
2—Tr+12 -3 x—4

Ezért az integral

xr—2 1 2
——— dr = — = —In(x — 2In(z —4 =
/$2_7$+12dx /( $_3—|—$_4) dx n(z—3)+2ln(z—4)+C

— 4)?
=In c%, (C' = In ¢ bevezetésével)

xr —

4.66. Az 22 + 42 + 8 = 0 egyenletnek nincsenek valds gyokei, tehdt 2 + 42 + 8 nem
bonthatoé tényezok szorzatara.
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Bontsuk fel a tortet két tort osszegére, melynek nevezdje kozos (a régi nevezd), az
egyik szamlaléja a nevezo derivaltjanak valami konstans-szorosa, a masiké pedig
konstans. A nevezO derivaltja 2z + 4, tehat a szamlalokat a kovetkezd alakban
keressiik

a2z +4) és .

a és (B értékét a kovetkezo feltételekbdl hatarozhatjuk meg:
a2 +4) 4+ =3x—2.

Most is két egyenletet irhatunk fel, melyekbol a és 5 meghatarozhaté.
200 = 3, do+ B = =2,

ezekbol

== = —8.
a=Z, 8

fgy az integralt két integral osszegére bontottuk:

3r — 2 3 2z +4 dx
——dr == | ——dx -8 | ————.
2 +4r+8 2) 22+4x+38 2 +4r+8
Az els6 integral eredménye ismert, hiszen a szamlalo a nevez6 derivéltja. A ma-
sodikat pedig teljes négyzetté vald atalakitassal vezetjiik vissza ismert feladatra.

1 1 1
12 +4r+8 (x+2)2—|—4_4[(:f:+2)2+1]
4
cuert d 1 d 1 42
a i A
o Coarctg 4+ C
/132—1-4.13—0—8 4/(%%)2+1 1 arctg 9 +

Tehat a megoldas:

3 — 2 3 2
/x—da:: “In(z® + 42 + 8) —4arctg%+0

22 +4x + 8 2
¥4t -8 . v . :
4.67. e szamlaléja magasabb foki mint a nevezdje, ezért felbonthaté egy poli-
x3 — Az

nom és egy valodi tort Gsszegére.

(2 +2'—8): (2° —da) =2” + 2 +4

— (2% — 4a3)
xt + 423 — 8
—(z* — 42?)
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4x3 + 42 — 8
— (423 — 162)
42? + 162 — 8 A polinom osztds eredménye:

2° + 2t -8 2, +4+4x2+16x—8

e 1 xr B — e —

x3 — dx 3 —4x
tehat ; g ? 1 16 .
s A 9 z° + 1bx —

Az els6 integral kiszamitdasa nem okoz gondot. A masodik meghatarozasahoz a
tortet részlet-tortek osszegére kell bontanunk.

A nevezot most minden kiilonosebb szamités nélkiil fel tudjuk irni szorzat alakjaban

2} —dr = 2(2® —4) = x(z + 2)(z — 2),

tehat
4x2+16x—8_A B c
3 — 4x T x+2+x—2—
A(z? — 4) + B(2? — 2x) + C (2% + 2x)
N 3 — 4dx '

Ennek alapjan felirhatjuk az egyenletrendszert, melybdl A, B és C kiszamithato:
A+B+C=4 —-2B+20=16 —4A= -8,
és innen
A=2 B = -3, C=5.

Megjegyezziik, hogy ilyen esetekben, amikor a gyokdk mind kiilonbozoek, altalaban
gyorsabban kapjuk az ismeretlen A, B, C' értékeket, ha a szamlalok egyenloségét
kifejez6 egyenletben x helyére a gyokoket helyettesitjiik.

Példankban az
42 + 167 — 8 = A(2® — 4) + B(2* — 22) + C(a* + 22)

kifejezésben x helyébe zérust irva azonnal nyerjiik, hogy —8 = —4A azaz A = 2.
x = 2-nél 40 = 8C, innen C' = 5. Végill x = —2-nél —24 = 8B, azaz B = —3,

tehat
/4w2+16x—8d / 2 3 n 5 J
—_— A = _ xr =
3 — Az r xT+2 x-2

=2lnz—-3In(z+2)+5In(x —2)+C.

A keresett megoldas:

5448 3 2 2 _ 9)5
/Ldas:x—+x—+4x+lnx($ ) +C.

x® — 4dx 32 (x+2)3
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4.68. Konnyen meggy6zodhetiink réla, hogy a nevezé négy kiilonboz6 tényezd szorza-
tara bonthaté. Ezutan a feladat az el6z6hoz hasonléan oldhaté meg. De munkat
takarithatunk meg az u = 22 helyettesitéssel. Ekkor ugyanis du = 2zdx és

/ T J 1/ du 11 u—2+C
_—ar = — —_— = — 1N _—
zt — 32242 2) w2 —-3u+2 2 wu-—-1

1. 22-2
—511’1x2—1+0
4.69. L lnx_\/g— L lnac_\/§
2V3 |x+V3] 22 |z +V2
4.70.
4dr+ 3 dr — 8+ 11 4 11
— dr= | ————— dz = de =
/<x—2>3 ' /<x—2>3 ! /{<w—2>2+<w—2>3 !
4 11
__x—2_2(m—2)2+0
4.71.

2® —62° + 11z — 5
kifejezést x — 2 polinomjaként felirva (pld. eléallitjuk az
Ty = 2
helyhez tartozé Taylor polinomjat, lasd, 401. példat).
2?— 62 +1lr —5=(r—2)°—(z—-2)+1

adodik, azaz

3 _ fa2 _ —_9)3 _ _
/.73 62° + 11z 5dx:/(x 2)° — (z 2)+1d:c:

(z —2)* (v —2)*
1 1 1
_ :/(w—2_<x—2>3+<x—2>4> b=
In(z —2) + ! ! +C

2z —2)2  3(z—2)3
(Természetesen gy is eljarhattunk volna, hogy a részlet-tortekre bontast a tobb-
szoros gyokoknek megfeleléen végeztiik volna el

2 — 62>+ 11z -5 A . B N C N D
(x —2)4 -2 (2—-2)?2 (z-2)3  (z—2)

alapjan).
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4.72. Tobbszoros gyokok esetén a gyoktényezo a multiplicitasnak megfelel6 szamossag-
gal szerepel a nevezében az egytol a multiplicitasnak megfelel6 hatvanyig. Elsofoku
gyoktényezo esetén a szamlald konstans.

x3—2x2+4_A+B C’+ d n €
B —2)2 x 22 23 -2 (v-—2)%

Ugyanis ebben a példaban a 0 haromszoros, 2 pedig kétszeres gyok.
v} — 2% +4=

= A(z" — 42° + 42°) + B(2® — 42* + 42) + C(2° — 4o + 4) + d(2* — 22°) + ex?®

A+d=0
—4A+B—-2d+e=1
4A - 4B +C = -2 =

4B —4C =0
4C =4
Egyenletrendszerbol
1 1 1
A=-, B=1 =1, d=-—- = —
47 ) C ) 47 € 2
/x3—2x2—|—4d / 1+1+1 1 1 p
xr = - — —_— — €T =
3 (x — 2)? dr 2?2 23 4z —2) 2(x—2)?
1 T 1 1 1
= —1 - - C
12 7w 2w—2 "
4.73.
dzx 1 0 : z 1 1. x—1
_ -2 — = - 4+-1 C
/x4—a:2 /( 2 r x—-1 xa+1 SR nx—|—1+
4.74.

2+t 2t(2?241) oz * x?
Masodfoku gyoktényez6 esetén a szamlald elséfoku!
1= A’ + 2% + Ba* +2%) + C(@® +2) + D(z* + 1) + B2’ + Fa*

azonossagbol irhaté fel az egyenletrendszer, melyb6l A, B, C', D, E és F meghata-
rozhato.
A+e=0
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B+F=0

A+C=0

B+d=0
C=0 A=0 E=0
D=1 B=-1 F=1

/ dx / 0 1 N 0 . 1 N 1 d 1 1 n ; LC
_ S 4= r=-——tarctex )
28 + x4 x 2 a3 ot 2241 xr 33 &

4.75.
r x B A Bx+ C B
-1 (z—D(x2+2+1) -1 22+2+1
CA@P+z+1)+B@*—2)+C(x—1)
a 3 —1
1 1 1
A+B=0 A=-A-B+C= B=—A-C=0 C=-
3 3 3
T 1 1 —r+1
d — - d =
/x3—19” /3<x—1+:€2+x+1) v
1 1 1 3
:—/ _ Tt + 2 dr =
3 r—1 z224+x2+1 224+2+1
1 1 1 2 +1
= _—In(z—1)— =In(z*4+ 2+ 1) + —=arctg ——— + C
4.76.

/1f2:v4dxz/(1+x;)v(21—x2)d$:/(1+x)(1 fl)(l_i_ﬂ)dx:

1 1 1
4 i 2
pumy —_ d pu—
/(1—1—3: 1—a:+1+x2) ‘
1

1
=1 1J_rz+§arctga:+0.
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4.77.

1 A N B +C’x—i—d
(x+1)2(22+1) z+1 (x+1)2 a2+1

alapjan végezziik a részlet-tortekre bontast és nyerjiik:

/(x+1)gfx2+1) :/<2(x1+1) * 2(x—1|—1)2 - Q(xzi 1))013;:

1 1 1,

4.78. A nevezo tényezOkre bontasat a kivetkezoképpen végezhetjiik el:
I+at =142 42 202 = (1+2)? -2 = (14222 - (V2 2)2 =

=(1+22+V22)(1+22—V2 1)
A rész tortekre valé bontds vazlata

1 Arx + B Cr+d

= +
IL+a* 22420 +1 22—V2r+1

Az eredmény:

= n + arct +C
T+ 02 212zl 22 ol-a?

/ dx 1 1m2+\/§x+1 1 V2 x

4.79. A feladat els6 pillanatra azonos jellegti az el6zével. Meg is oldhaté annak alapjan,
de gondosabb vizsgalat utan kideriil, hogy specialis tulajdonsagai figyelembe vételével
sokkal egyszeriibben is megoldhato.

e(l—a?) T 23
/—1+$4 d$—/1+x4dx—/1+$4dx

u::c2

Az elso integralt

helyettesitéssel hozhatjuk még egyszeriibb alakra (1dsd a 4.39. feladatot), a masodik
pedig maris integralhatd, mert a szamlalé a nevezo derivaltjanak a negyede.

T x? 1 5 1 4
/1+x4dx—/1+x4dx—§arctgx —Zln(l—kx)—i-C
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4.80. Tobbszoros komplex gyok esetén javasolhato a tgt helyettesités.

/ de 1 de 1 dx
(@249 729) (2 41)° 729 [(2)2+1]

1 3 1 cosb ¢
- — S LR
729 (tht —+ 1) cos2t 243 cos“ t
3

=tgt; dr = dt
& cos? t

wls

1 1 1 24\ 2 1 1+ 2cos 2t 29¢
(0= gug oot = o [ (FEE o L LR o,

243 243 2

1 + cos 4t 1
2 )dt*ﬁ

1 (3 N 6z N 3z(9 — 2?) Lo
= — | zarctg — =
072 \ 2" 3 T 219 T 200+ 2)?

243

1
——/(1+2€os2t+

t
9 t
972 (t—i—sm t+2+

L retgfy T 4T ¢
— arcC —
648 % 3 T 216(22 1 9) | 36(22 + 9)2

1
481, ——— 4
3w—3p ¢

4.82. 2In|z — 5| +c.
1
4.83. —In(z? — 6z +27) +c.

2
2v/2

1 r—3
4.84. —In(z? — 6z + 27) + ——arctg —— + .
3 ARV
3 (x —1)?

r+3

4.85. In
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Trigonometrikus fiiggvények

4.86. Pératlan kitevo esetén helyettesitéssel oldhatjuk meg a feladatot.

/cos5 xdr = /COS4 x - cos(x)dr = /(0082 x)? cos(x)dx

3 u5

2
= /(1—sin2 x)? cos(x)dr = /(1—u2)2du = /(1—2u2+u4)du = u—%ﬂLg—l—C =

2 1
= sin(x) — gsin?’x + gsin5x +C

u = sin(z) du = cos(x)dx

4.87. Paros kitevo esetén a linearizal6 formula alkalmazasat javasoljuk.

/ sin® zdr = / (sin®z)*dr = / (%S@@)gdx =

1
=3 / (1 — 3 cos(2x) + 3 cos’ 2z — cos® Zx) dr =

1 1 4 1
:§/(1—3cos(2x)+3-y) dl‘—g/0083233d$

Az els6 integralban 1jbdl alkalmaztuk a linearizal6 formulat, igy keriilt
cos? 2z

helyébe
1+ cosdzx

2
A masodik integralban pedig mar paratlan kitevén szerepel trigonometrikus fligg-
vény, tehat az az el6z6 példa mintajara megoldhaté.

Az eredmény:

1/5 3 3 1 1
/sin6 xrdr = 3 (ix ~3 sin(2x) + 3 sindx — 3 sin(2x) + 6 sin® 2:15) +C

4.88.
/sin6 r-cos’ x dr = /sinﬁx-c032x~cos(x) dx = /sinGx- (1—sin®z)-cos(z)dr =
u = sin(x) du = cos(z)dx
= /u6(1 —u?)du = 1Sin7x - ésingm—FC

7
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4.89.

/Sin4xda::/<1_C082x)2da::/1_20082x+0084xdx:

cos? x cos? x cos? x
L 2
S —2+cos"w | dr =
cos? x
3 sin(2z)
—t _Z C
g (z) 5% + 1 +
4.90.
/Sin3x dx_/(1—Coszx)-sin(:p)dx__/1—u2du_/ 1 1 =
cos* cost x u? u?  ut
u = cos(z) du = —sin(z)dx
1 1 1 1
-4 — _ C
u * 3u? * 3cosdx  cos(x) *

4.91. Alkalmazzuk a t = tg 3 helyettesitést, akkor

d e 2
oo [ = [
sin(z) + cos(x) a4 1t 204+1—1¢2

1412 1+¢2

1 tgf+v2-1
In

V2 otgs-v2-1

4.92. Itt is valogathatunk a megoldasi modszerek kozott. Alkalmazhatjuk a

+C

xT

helyettesitést, akkor

d 2 1+tgs
/ - :/ t2dt:2-arth+0:1n1 g2+C:lntg(£+g)+C

cos(x) 1-— —tg3

De ugyanugy hasznalhatjuk fel a paratlan kitevoji jellegét is.

/ dx _ / cos(x)dx :/ COS@; e :/ du I 1 +S%n(:13) e
cos(z) cos? x 1 —sin“x 1 —u? 1 — sin(x)

Megfelel6 atalakitasok utan az eredmény ugyanolyan alakra bonthato:

dz T T
=1 -+ = :
/cos(x) ntg(4+2)—|—0
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4.93.

dz 1 x
= arctg(2-tg2) 4+ C.
/5—3008(:6) 2 M 8l g2)+

4.94. Ha sin(z)-nek és cos(z)-nek csak paros kitevéjli hatvanyai és tg () fordulnak eld,
akkor (bar a t = tg 5 helyettesités akkor is alkalmazhaté) elényésebb a t = tg (z)
helyettesités alkalmazasa.

5 t5 5 t o1,
tg’r dr = dt = [ (t°—t+ YAt = —— —+-In(t*+ 1)+ C = (%)

1+¢2 1+¢2 4 2 2
dt
t=t = tgt dr =
g(x) z=arctg T=1p
Lo L
(x) = 1T te x —1In-cos(z) + C.
4.95.
1 1 1+ tg?x
=1+ tg’x; = .
cos? x e sin® x tglax
Tehét
t =tg(z)

helyettesités esetén

dx (1+t2)2-(1+2)2* dt (1+1¢2)3
P S 7 e | T dt=
sin® x - cos* x t 1+t t

1+ 3t + 3t + ¢ 1 3
:/ + _tz + dt=/<t—4+t—2+3+t2>dt:

13 t3 1 3 1,
:—§—2+3t+§+0:—§-ctg x—3~ctg(x)+3-tg(x)+§-tgx+C.
4.96.
1+tgx 1 1
2 dr =t —.Int C
/sin(Q:U) r=g5 o)ty ntgrdt
4.97.

dx 1
_ = — t 2t C.
/1—|—sin2x 7 arc g(\/‘ g )+
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4.98.

cos*z + sin* x 1, 1+tg(z) 1

————— dr = —-Iln————= + — - sin(x) - cos(x) + C.
/cost—siHQx 4 1—tg(x) 2 (z) (z)

(A linearizalé formula segitségével cos(2z) fliggvényeként irhatjuk fel az integra-

landé fiiggvényt. Ezdltal a feladat nagymértékben egyszeriisodik.)

4.99.

. ™ 1 , T T
/sm 3x - cos <5x - 5) dx = 5/ [SIH(SZL‘ — 5) + sm(§ —2z)| dx =

1 1
=12 cos(2x — g) ~ 5% cos(8z — g) +C.
4.100. Nem tipus feladat, de
sin(z) =sin2 - g =2 Sing : COS%
és . .
.2 2
bl g
Sin 5 + cos 5

Osszefiiggések felhasznaldsaval egyszeri megoldast nyeriink.

/\/1+sin(x)dx:/\/sinzg+251ng~cosg+6082 gda;:

Z/(SinngCOSg)d:E:Q-sing—2-COS§+C’.

Hiperbolikus és exponencialis kifejezéseinek integralja

4.101. A hiperbolikus fiiggvények integralasat sok esetben, - mint pl. most is - a
trigonometrikus integralhoz hasonléan végezziik el. (Megemlitjiik azonban, hogy
a hiperbolikus fiiggvények raciondlis fiiggvényeinek az integrdldsa mindig vissza-
vezetheto e® racionalis fliggvényének az integralasara. A célszertiség donti el, hogy
mikor melyik utat vélasztjuk.)

/shzx-ch?’x dx = /sh2x-(1+sh2x)-ch rdr = /u2(1+u2)du = /(u2—|—u4)du = (x)

u = sh x; du = ch zdx
3 5 1 1
(*):%+%+C:§sh3x+gsh5x+0.
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4.102.

sh’z (ch?z — 1)sh z /
Wz —2vch 2+ C
\/ch:v Vich z \/_

uw=chx du = sh xzdx.

4.103. A ch®z — sh?z = 1 aznonossdg felhasznaldsavalazt kapjuk, hogy

dx ch?z — sh’x chz shax
/Sh$'0h$ / shz-cha /(th ch:E) v mshrmineh vy

h
ln—s x+0 In th z + C.
ch x

4.104. Az el6z6 példa alapjan nagyon egyszertien kapjuk az eredményt a kovetkezd

atalakitdas utan: p p
T T T
— =) ————— =1In th =+ C.
sh o / 2shZchz g7

Alternativ megoldés, ha sh = helyébe % kifejezést frunk, vagy ha sh z-el vals

szorzas és osztas utan 5
ch* —

integralasara alkalmazzuk az u = ch x helyettesitést.

4.105.
ch a-chf = % [ch(a + B) + ch(a — B)]

Osszefiiggés alapjan

/Chx~ch2x-ch3xd:c:

1 1 1 1 1
:Z/(Ch6x+ch4x+ch2x+1)d sh6x—|——sh4:c—i——sh2x—|—4x+0

24 16 8
4.106.
e%r u?  du U 1
= —_— = = 1— = —1 1 =
/e‘f—i—ldx /u+1 . /u+1du /( u+1)du u—In(u+1)+C = (*)

1

u=¢€e" z=Ilnu dr=—du
U

(x) = e —In(e”" + 1) + C.
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4.107.
6 6 2 2 e —3
dr= [ ——du= [ [-Z+ =) du=21
/ez—S . /(u—3)u “ /( u+u—3) “ .

e =u z=Inu

4.108. A parcialis integralas alkalmazhato, de a megoldas ilyen médon sokkal hosszabb,
mintha sh 3z-et e®-el fejezziik ki, ezért ezt a megoldast ajanljuk hasonld esetekben

1S.
_ -3z e4z _ 6—251: 1 1
< de/—dx:—e‘*uZe?ua

6356
/ex- Sh3$dl‘:/6x-—
2
e?x +
5 T c.

Gyokos kifejezések integralja

N | —

4.109.

4.110.
u?-5 3
x = 2 2 2 (u
——dr = 5. Zudu == 2_Bdu==(—=—-5 C =
/\/mx /u g 9/(“ Jdu 9(3 “)+ (*)
9 u? =5 2
uUu=+vV3r+5; 3r+5=u"; r = 5 ; dx:§udu
2 10 2
4.111.

44?41 241
/(962—3x+2)'\/2x—1dx:/(%—S-U;L +2)u-udu=(*)
2
u=+2xr—1; w?=2r—1; x:ug—l; dr = udu
1/d7 4P
<u__&+u3)+cz

1
(*):Z/(u6—4u4+3u2)du:z 7 :

= V@1 - B TP+ VB IR C
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4.112. A feladatot kisebb lépésekben kétszeri helyettesitéssel is megoldhatjuk. Elobb
¥ = t, majd pedig u = v/t + 1 helyettesitést alkalmazva racionalis tortfiiggvény
integrélasara vezetjiik vissza.

/ dx _/ dt _/ 2u du—2/ du
veri Jivirn ) e @1
——2arthu+C——ln1+u

L0 =

—u
1

t=¢e"; x=Int; d.rz;dt; u=Vt+1: t=u>—1; dt=2udu

1— 1—+er+1

S o i Ml ‘i e

L+u L++Ver +1

Természetesen rovidebb lesz a megoldés (és azért altaldban igy is jarunk el), ha a
két helyettesitést Osszevonva egy megfelel(')' helyettesitést alkalmazunk.

R i

Vet +1=u e’ =u’—1 r=1In(u®—1) dx =

+C

(A folytatés azonos.)

2u

e 1du.

4.113.

u4

/ 1+ \/‘ 1+ ud
r=ub dz = 6u’du u = .
A gyokkitevok legkisebb kozos tobbszorose lesz a helyettesitendd kifejezés gyok-

kitevoje.
u? 1
6/u3+ du—6/<u —u +1—u3+1)du:

—W— —W+6\6/‘—21n(\6/5+ 1)+

+1n<\/— \/_+1>—2\/§arctg \/\;;g_l—l—C’:

6 3 In Va2 — Yz +1
—VaT — Va2 4+ 63z + -
AR Vo V2

29r —1
—2\/§arctg\/§7 +C.

c6uldu =
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4.114.

u? 1
/f+f /u2+u“ /u+1“ /(“ IS

2u? —4u+4In(u+ 1)+ C =
x=ut dx = 4udu

=2z —4yr +4In(yr + 1)+ C

1—x dx 4u? 1+ u? u?
l+z =z (I1+u?)?2 1—u? (14 u?)(1 —u?)

_/ 1 Lo 0us2)
N u—1 wu+1 u?z +1 v=

4.115.

1—x l—z 1 —u? —4u
=u; =u"; r=—"-7=; dr = ———du
1+ 1+ 1+ u? (1 + u?)?
-1
(¥*) =In(u—1) —In(u+1) + 2arctgu + C =1n 1 + 2arctgu + C =
u

Vi 1 1 VI Vit 1

14z — — —
:1n+—+2 arc tg —x—i—C ‘ +2arctg x+C’

[l=z | 1 1+ \/1—x+\/1+m 14+«
1+x

4.116. 22 = t helyettesitéssel a gyokjel alatt mar linedris kifejezés lesz, tehét igy si-
keriilt a feladatot az el6zOkben targyalt tipusra visszavezetni. Az eljaras azért
alkalmazhaté a jelen esetben, mert a szdmlaléban z3dx all, ami igy frhaté 22 - xdw.

1
Itt 22 helyébe t, xdx helyébe pedig §dt irhato.
Gyakorlasként oldjuk meg a feladatot ilyen bontasban is. Tekintettel azonban arra,
hogy az igy nyert integralt egy tjabb helyettesitéssel racionalizaljuk, joggal meriil

fel az az igény, hogy lehetéleg egyetlen helyettesitéssel oldjuk meg a feladatot. Ez
lehetséges

[t = [t [ (i) -

u—1

2
@f_zf)w_Gm (22— 1)+ C.

14222 =u du = 4zxdx 2% =
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4.117.

1
= —arsh 3z —1)+C.

/ dx _/ dx
V92?2 — 62 + 2 V@Br—1)2+1 3

4.118.
/ dx _/ dx _/ dx B
V122 — 922 — 2 VvV — (922 — 122 + 2) V= [(8r —2)2 — 4+ 2]
/ dx B 1 / dx B
V2-(Br—22 V2 w\?
1= ( v )
1 V2 3z —2 1 3r—2
= —.— arcsin + C = = arcsin + C.
V2 3 V2 3 V2

4.119.

| == o

2
A gyokjel alatti kifejezés az x = = hely kivételével (amikor is 0) mindeniitt negativ,
ezért belole négyzetgyok nem vonhatd. Az integralandé fiiggvény tehat sehol nincs

értelmezve (még az x = 3 helyen sem, mert ott a nevez6 0).

4.120.

/\/mda::/mdx:/\/l—[(:c—l)2—1]dx:

:/mda::\/ﬁ-/\/l—<x\;§l)2dx:
@/ﬁﬁdzz/d:

z—1

=sinu ; x:\/ésinu—i-l; dz = /2 cos udu

V2
1 2 1
:2-/0082udu:2-/Wdu:u—l—ésinQu%—C
A visszahelyettesitéshez egyrészt
r—1 )
=sinu
V2



kifejezésbdl felirjuk, hogy
r—1

Ve

x
masrészt sin 2u-t kifejezziik sin u-val, mert sinu helyébe

u = arcsin

V2
1 . ) ) 5
531n2u:smu-cosu:smu-\/1—sm u =

x—1 . (x—l)Q_x—l ) x2—2rxr+1
V2 V2 ) V2 2

-1 —
/\/1+2x—x2dx:arcsinm +x
V2

irhaté

tehat

14+ 20 — 22

4.121.

/mdx—\/_/\/ — dm—\/_/\/x—— —dx—
-/ <\/§x—\/7§>2+%dx:%/\/(2\/§x—\/§)2+1dx=(*)

ht++/3 1
23z —v3=sht; x:S—; dx = ——=-ch tdt
2V/3 2V/3

1 \/27 1 1 / 9 1 /ch2t—|—1
= — sh“t+1-——=-ch tdt = —= [ ch®tdt = dt =
2/ 2/3 43 43 2

—%(Sh;tﬂ) —i—Cz%(Sht-m—i—t)—i—C:
= % [\/3(2510—1)\/1+3(2x—1)2—|—arsh \/5-(2:1:—1)} +C =
é(Qw—l)\/12x2—12x+4+%arsh\/_ 2r—1)+C =
3r2 —3r+1 8\1/5 3-(2z—-1)+C.

4.122.

3 1
/\/m2+6x+1()dm:%\/ar2+6x+10+§arsh (x+3)+C.
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4.123.

4.124.

4.125.

4.126.

4.127.

4.2.2.

4.128.

4.130.

4.132.

4.134.

4.136.

2 2
/\/21‘2+8$—|—5d££ = %\/%2 + 8z +5— 3 arch [\/;(QH—Q)

1
/\/S—x2 dr = E\/3—x2—|-— arcsini—FC.
2 2 V3

d -2
/ :c :arshx—+0.
Va2 — 4z + 40 6

/ dx 1 hx+2
— ——= ars
V322 + 120 4+30 V3 V6

+C

2v2

224+ x+1 31 2t —1 2o +7
——dz = — arcsin — Vi+x—x22+C.
Va4 x — x? 8 V17 4

Hatarozott integralok. Vegyes feladatok

U o

=~

—_
ot

=] Co

4.129. =
129. .

2
1
4.131. &
2

4.133 1
. - 3

™ ™

4.135. lntg(8) - lntg(12).

4.137.

o] 3
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4.138. —-.
9
1 1
4.139. - (1 _ -), 4.140. 1.
2 e
i T
4.141. =, 4.142. =,
4 12
4.143. %
25
4144. & +1. 4.145. 25 3.
3
25 13
4.146. 0. pigr 2,13
4e2 + 4
4.148.

2
(Ina)3

[(Ina)®* —2Ina+2] —

(Ina)?

4.2.3. Improprius integralok

/Pdw:l&m i {‘g] = Jm E+-
2 w002 wW—0o0 9 wW—00

oo w 1
/ — dx = lim — dr = lim (lnw —1In1).
1

x w—oo J1 T W—00

Mivel lim, o Inw = 00, ezért a fenti integral divergens.

4.151. g 4.152. 5.

4.153. -+ 4.154. 910,
63

4.155. Divergens. 4.156. i
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4.157. Divergens. 4.158. i
2e

4.159. V2. 4.160. 1.

! 1 . ! 1 . 1—¢
dr = lim dr =lim[—-In(1 —z)]; " =
o 1 1

— X e—0 c — X e—0

=lim(—Ine+Inl)

e—0

tehat divergens.

- D -
/o\/mdx:yi%/smdf:g%[—Qmo _
=lim(-2ve +2) =2.

1

1 1
/ ! dr = lim ! dr = lim E In(2z — 1)} =

521‘—1 e—0 %+€21’—1 e—0 %—&-5

1
=lim(=Ine — -In1),

e—=0"2 2
tehat az integral divergens.
1
4.164. 1. 1
4.165. —— dx.
1V 1— 33’2
T
Z 2v11
4.166. . 4.167. —~—.
3
4.168. —= 1
-168. ——. 4.169. ﬂ(107r—3\/§).
4.170. 1. 4.171. Nem konvergens.
4.172. . 4.173. 2/3.
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1 1
4.174. - 4.175. —
a a
4.176. 1 4.177. 1.
9
a
4.178. m 4.179‘ _
|
4.180. .
an

4.2.4. Az integralszamitas alkalmazasai

Teriiletszamitas
4.181. 4.182.
: 6
9
4.183 4.184.
. 81
4
4.185. 4.186.
163 49
4 20
4.187.
31
‘ S ~ 35100
4.188.

0,3

. cos3z1%% 1
T= |[sin3zxde=|— 25-(1—0050,9) ~ 0.1261
0

3 0
4.189. 4.190.
g -sin 1.5 =~ 0.665 2
4.191. 4.192.
%sh6 ~ 100.86 ch2 — 1~ 2.762
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4.193

4.195.

4.197.

4.198.

4.200.

4.202

4.203.

4.204.

4.206.

4.208.

4.194.
21n2 ~ 1.386 In 2
4.196.
1
2
rz=1
4.199.
1 2
- _Z 2y o 3
=75 In(6 + ™) ~ —0.9070 T = arccos ;- & 0.7227
4.201.
4 4
3 3
, L. 1 1
A metszéspontok abszcisszai: VoI
7 s
2037 V2 2v/2
T=[(1-2®)-22de=|o— = _ 22 6 oans
3|1 3
_ 1 2
2
3
4.205.
9 125
2 18
4.207.
0.49 0.45
4.209
1 2
3 3
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4.210. 4.211.

1.12 4.29
4.212.
Ina
Gorbe ivhossza
4.213. 4.214.
1
7 (8\/65 — 9v5+ar sh8 — ar sh 2) sh3 ~ 10.02
4.215. 4.216.
1 1
\/ﬁ_\/g—arsh6+arsh§z4.49 1.32
4.217. 4.218.
5_7 5%
2 2
4.219. 4.220.
15v/3
8CL 4
4.221.
63.3

Forgastestek térfogata
4.222.

4.223 4.224.

m-1n4 63
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4.225.

4.227.

4.229.

V:’/T/
0

m , .
=1 [z + sin 2x]; +

4.230.

4.231.

127

T
8
6

—ab’7

o

sin4x

4

4.226.

4.228.

20

1 (2x)
cos4xd:1::7r/( + cos( x) dng
0

L:

/

167
15

1 4 2cos(2x) + 5

1 4
+ cosdx d

xTr =



