5. fejezet

Differencialegyenletek



5.1. Differencidlegyenletek

5.1.1. Szeparabilis differencialegyenletek
Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenleteket, és dbrazoljunk néhany megoldést.

a) Yy =

b) y=y.

c) Yy = xy.
Hatarozzuk meg a

sin(z) cos®(z) + (cos(z) 4 1) sin(y)y = 0

differencidlegyenletnek a P (27?, %) ponton atmeno partikularis megoldasat.

Oldjuk meg az alabbi szétvélaszthatd valtozoju differencidlegyenleteket.

5.3. vyt —1= 2y +xy)y.

5.4. vy +y=y>

5.5. 2y +x —y—1) = (22 — 22)y.
5.6. zy + 1 —a22y =0.

5.7. (x+zy*)y —3=0.

5.8. V1—y2=V1+22y.

5.9. VI—y2=(1-2%)y.
5.10. sin(y) = e*y/.

5.11. (1+2%)y =+/1—y2
5.12. z(1+y?)+ (1+22)y =0.
5.13. zyy — (1 —y*) =0.

5.14. y(4+92%) = .

5.15. sin(z)y’ = sin(y).



5.16. (2z+ 1)y +y* = 0.
5.17. (14 2y)z+ (1 +2?)y =0.
5.18. y' sin(z) sin(y) + 5 cos(z) cos®(y) = 0.

Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenleteknek azt a partikularis megoldasat,
mely az adott kezdeti feltételeket kielégiti.

5.19.
yy' o r
l+z 1+y’
a) y(1) =1 b) y(0) =1

5.20. y'sin(z) =yln(y), y(0)=1.
5.21. yy' ==, y(l)=1.
5.22. V1 —22+y/1—92y =0, y(0)=1.
5.23. 20 =19, y(0)=1.
5.24. yln(y) + 2y =0, y(1)=1.

Hatarozzuk annak a gorbeseregnek az egyenletét, melyben mindegyik gorbéjére
fennall a kovetkezé tulajdonsag: barmely (x,y) koordindtdju P pontjahoz tartozé
normalisanak az x tengelyig terjedé darabja ugyanakkora, mint a P pontnak az
orig6tél mért tavolsiga.

Mi az egyenlete annak a gorbének, melyben a gorbe alatti teriilet az a és x
abszcisszaji pontok kozott ardnyos a pontok kozotti gorbék hosszaval?

5.27. Hatarozzuk meg azokat a gorbéket, amelyeknél a szubtangens hosszisaga egy rog-
zitett a allanddval egyenlo.

5.28. Hatarozzuk meg azokat a gdrbéket, amelyeknél a szubnormalis allandé.



5.1.2. Linearis differencialegyenletek

Oldjuk meg az

y = —2zy + 2we™"

inhomogén linearis differencialegyenlet.

Hatérozzuk meg az

, 1 1 — cos(z)

sin(z) Y sin(z)

differencialegyenlet dltaldnos megoldasat. Adjuk meg a P (g, 77) ponton athalado

partikularis megoldast.

Trjuk fel az
1
Yy =-y+1
x

differencidlegyenletnek a P(0,7) ponton atmen6 megoldasat.

Oldjuk meg az alabbi differencialegyenleteket:

5.32. y =y + 2.
5.33. y' cos(x) + ysin(z) = 1.
5.34. y — gy = 22%e”.
T
5.35. (22 = 1)y = ay + 2%
5.36. Y +ytg(z) = sin(2z).
5.37. y'y + tho = 62,
5.38. y' cos(x) — 3y sin(x) = ctg ().
5.39. xy + 2y = 2.
5.40. Yy +y = sin(2x).
5.41. yrln(r) —y=2?2In(z) — 1).
5.42. y' sin(x) — ycos(x) = e®sin’(z).
5.43. ry +y=xln|zl



Szamitsuk ki az alabbi differencialegyenleteknek az adott kezdeti feltételeket kielégito
megoldasat:

5.44. xy + 2y = 3, y(l) = 1.

5.45. (1—2*)y + 2y =1, y(0) = 1.

5.46. y + 2ry = 3z, Yy (\/E) = %(1 +1n2).
5.47. Y +ycos(z) = %sin(%:), y(0) = 1.

5.48. Y + 2%y = 2%, y(2) =1.

5.49. xy +y+xe® =0, y(1) =0.



5.2. Differencidlegyenletek. Megoldasok

5.2.1. Szeparabilis differencialegyenletek

2
5.1. a) A differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa az y = % + C' gorbesereg.

A megoldésfiiggvények grafikonja (az Gn. integralgdrbék) olyan parabolak,
melyek tengelye az y tengellyel esik egybe.

5.1. dbra. 5.1. feladat a) és b) rész

12
¢) Az altaldnos megoldas: y = Ce’z .

Néhany integral gorbe grafikonja:

5.2. A valtozdkat szétvalasztva:

/ (ZJ)) w=[ _<—>(+>1d e

Az egyenl6ség jobboldaldn allé integralban a szamlalé a nevez6 derivéltja, ezért:

_Sin(x) = 1n COs(x
/mdﬁmc_l C(cos(z) + 1),



5.2. dbra. 5.1 feladat

A baloldalon u = cos(y) helyettesitéssel szamolunk. Ekkor du = —sin(y)dy, s igy:

sin(y) 3, _u‘2 B 1
/0083(y)dy_ /u du = —2  2cos?(y)’

Innen a szamolds 1épései:

m = InC(cos(z) + 1)
2cos’(y) = In c(cosl(a:) +1)
1 + cos(2y) In C(cosl(x) +1)
cos(2y) 1 ;lggiz(();gﬁ 1_)1)
s = Larecos (1 ) T>1)>

Ez a differencidlegyenlet altalanos megoldasa. Valasszuk ki ezek koziil a keresett
partikularis megoldést!

Mivel P (27r, %) ponton athaladé megoldast keresiik, y(27) = % kell legyen.

1—In2C

T
— = ar .
2 arecos In2C



5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

Azaz:

In2C

Az egyenléség mindkét oldalanak cosinuséat véve:

T (1—11120)
5= arccos | ——— | .

T 1—-In2C 0
COS— = ——— =
2 In2C ’
innen:
1—-In2C = 0
1 = In2C

e
azaz C' = 3 és igy

1 (1 — +1In(cos(z) + 1))

y = - arccos | —
2 5 In(cos(z) + 1)

Y —1=C(x+2)? y==1

B 1
1= Cx’

Cly+1)=x(x—-2), y=-1.

y y=0,y=1
y=CeVl=% 4y =0.
3y+y>=9InCur.
y=sin(sh™ 'z +C), y==1

y =sin(th 'z +0), y==+1, ==l

x:—ln(—lnC’-tg%), y=km, k=0,+£1,+2 ...

y = sin(arctan x + C'), y = =+1.
T

— n—m .

o V1+a?
1

y=— vVC222 -1

Cx

3
3y? = arctan ; +C.



5.15

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

5.20.

5.21

5.22.

5.23.

5.24
5.25

. yzQarctan(C—l—tgg), , k=0,£1,£2,...

1
=, — 0
YThovamrr Y
. C 1
YoM+ 2

1
cos?y

= —101Insin(z) + C

l.a)y==x
2. b)) 2(x —y3) +3(@*—y*)+5=0

x

y=e®2,
P —1=2In(e*+1) —2In(e + 1).
(L= (1= )2 =1

y=e

Ly=1

. A feladatnak megfelelé abrabol leolvashato, de az adott feltételekbdl is kovetkezik,
hogy:

OP = PN és PN 1PT.
Tehat

gl

L e

5.3. dbra. 5.25 feladat



d
& = tgp = cot V.
dx

MAésrészt:
T
cotd = —.

Ezek felhasznaldsaval a gorbesereg differencidlegyenlete:

dy

dr vy
A viéltozdkat szétvilasztva:
vy  — 2% =C.

Az integralgérbék olyan hiperboldak, melyeknek valds tengelye az y tengely.

5.26. Legyen I/DC\Q a gorbe ive az a és x abszcisszak kozott. A gorbe alatti teriilet

Y

_FX

5.4. abra. 5.26 feladat

| v,
/;/1 + [y (t)]7dt.

Ha a gorbe alatti teriilet ardmyos az ivhosszal, akkor fennéll:

/: y(t)dt = k/ax\/l + [y (t)]7dt.

10

az ivhossz pedig



Az egyenl6ség mindkét oldalat x szerint differencidlva, az

1
y() = k\/1+ [y O] ill. ¢ = £y — R

differencialegyenlethez jutunk.

A valtozokat szétvalasztva és integrélva:

/d_y _ il/dx
/yQ—krz k
+C
A
COS k‘ k‘

Megoldva y-ra:

y:kzcoshmzc.

Ez a differencidlegyenlet altalanos megoldasa, ezenkiviil partikularis megoldas az

v/ y? — k% = 0 egyenletbdl adédo y = £k is.
5.27. y=_Cea
5.28. y2 = 2p(z + C)

5.2.2. Linearis differencialegyenletek

5.29. Az y = —2zy+2ze " differencidlegyenlethez tartozé homogén differencidlegyen-
let:
Y' = —-2zY.

Bzt a valtozok szétvalasztasaval oldjuk meg:

dY
hY = —224+InC

Y _ .2
azazlnc— x“.

A homogén differencidlegyenlet altalanos megoldéasa:
Y =Ce ™.

Az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megoldasat az allandék varia-
lasa mddszerével allitjuk elo:

yo=C(z) e ®

2

yo = [C'(x) = 22 - C(a)] e

11



Behelyettesitiik az inhomogén differencidlegyenletbe:
[C'(z) — 2z - C(z)] e ™ = [-22 - C(z)] e + 2z

Innen:
2 2

C'(x)e™ =2x-e™™,
ezutén szorzunk az e kifejezéssel: €' () = 2x. Az egyenl6ség mindkét oldalat

integralva C' = 22, igy: .
—x

yo(z) =27 - e

A keresett altalanos megoldas a homogén egyenlet altalanos megoldasanak és az
inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak az Gsszege:

y(z) = (2* + O) e

5.30. 4 = 1 y 1 —‘cos(x)
sin(z) sin(x)
1
A homogén egyenlet megoldasa: Y’ = — Y
sin(x)
dy 1
— — - :C
Y sin(x)
iy 1 3 wT
°° /ﬁdx :/ﬂdw
Y 2sin 5 cos® 5 tg%

x
COos b)

Y = In (C-tg%) .
A homogén egyenlet altaldnos megoldasa tehat
Y(z)=C- tg%

Az inhomogén egyenlet megoldasa allandok varialasaval:

x
w(r) = Cla)-tas

x  Cx) 1

! = (' Cto = -

W) = O g 5

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
C 1 x 1—cos(x)
Cl -t f = O te — - 7
&9 i 2cos? 5 sin(z) &9 * sin(x)

12



5.31.

Mivel

x 1 —cos(x) 2sin? £ x
C'(z) -tg = = = 2 — o=
(v) - te sin(z) 2sin § cos 3 &9

tehat

C'(z) = 1, azaz C(z) = x.

T
yo(x) = z-tg 7

A differencidlegyenlet altaldanos megoldasa:

y(a) = (C +a)ts 5.

P (g, 7r> ponton athalad6 megoldést tigy kaphatunk, ha az altalanos megoldédsban

a C allandét megfelel6 modon hatarozzuk meg:
T ™ T T
v(3)=m=(C+3)wi=C+5
Innen: C' = 7.
Tehat a partikularis megoldés:

1
Feladatunk az —y’ = —y + 1 differencidlegyenletnek az y(0) = 7 kezdeti feltételt
x

kielégité megoldasanak meghatarozasa.

A feladatot az y' = a(z)y + b(x) egyenlet megolddsara levezetett
y(;p) = efa(ac)d:c [C + /b(x)ef a(z)dxdgc]

képlettel oldjuk meg.
El6bb azonban az egyenletet 1 egyiitthatéjaval el kell osztani:

y = —xy + .
Innen
y(z) = e~ 7%[c + /xefxdxdx] =
=e z[c+ /xe2dx] =

13



35‘2 T

e 2ct+er]

N

Tehat ,
%

y(x) =cez +1
A P(0,7) ponton atmend megolddst a 7 = ce® + 1 egyenletbdl kapjuk, ¢ = 6, igy

22
Yo(z) =62 + 1.

5.32. y
5.33. y

(
(
5.34. y(z
5.35. y(
5.36. y(
5.37. y(z)-chx = 3e” + &3 + C.
_ C + lnsin(z) n 1

5.38. .
y(@) cos® 2 cos(x)

z C

5.39. y(SB) = E + ﬁ

1 2
5.40. y(x) = Ce ™™ + R sin(2z) — R cos(2z).
5.41. y(x) = Clnz + 2%

5.42. y(z) = (C + %) sin(z).

5.43. y(x) = ¢ + —zln|z| — -x.
x

5.44. y

(z)
5.45. y(z) = 2 + /1 — 22.
5.46. y(z) = (#2+1)e ",
(z)
(x)

5.47. y(x) = 2e50@) 4 gin(z) — 1
5.48. y(z) = 1.

1
5.49. y(z) = €” (— - 1) .

x
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