Helyettesités kettds integralban

Polar koordinatak

2013. aprilis 15.

Integralas altalanos tartomanyon

Ha az integralasi tartoméany sem téglalap, sem norméaltartomany, akkor megprobélkozhatunk
azzal, hogy felbontjuk egyszeriibb részekre. Példaképp tekintsiink egy korgytirtit:

R={2*+y®=1és 2° +y* = 4 kozitti teriilet}
Tegyiik fel, hogy adott egy f : R — IR integralhato fliggvény, melynek integraljat ki kell
szamitani.
Kozvetleniil nem megy.

Els6 lehetdség, hogy R-t az dbran lathato modon fel tudjuk osztani négy részre, melyek

norméltartomanyok.

1. dbra. A korgytrd felosztasa négy tartomanyra



Ekkor az integral négy integral osszegeként szamolhato:
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Masik megoldas az R tartomény polarkoordinatakkal vald felirdsa. Ekkor az integralasi
hatarok:
1 <r <2, 0<0<2m.

Igy a megfelels tartomany a polarkoordinita-rendszerben egy téglalap (intervallum) lesz.
R ={(r0):1<r<2,0<6<2n}.

Az integral kiszamitasakor azonban vigyazni kell.

Attérés polarkoordinatakra

Polarkoordinatakat vezetiink be:
xr =1rcosb, = rsinf.

Ennek megfelelGen egy tartomény megadasa is valtozni fog. Tegyiik fel, hogy most "szeren-
csések" vagyunk, és igy valtozik a tartomany megadésa:

R={(x,y):x,y} +— R ={(r,0):(rcosf,rsinf) € R} =[a x b] x [a x f].

Ez azt jelenti, hogy a polarkoordinatak:
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a<r<b, «Q

Tegyiik fel, hogy f : R — R integralhat6. Hogyan szamolhato az integral, ha (z,y) helyett
attériink az (r, 0) polarkoordinatakra?

A Riemann integral definiciojat hasznéljuk, kozelité Osszeget fogunk szamolni. Osszuk fel
la, b]-t n részre, [a, f]-t m részre. Az osztopontok:

a=1ro<r<..<r,=>b, a=0<b6,<..<0,=7.

A tartomany egy felosztasat kapjuk: R, i=1,..n; j=1,..m.
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2. abra. Téglalap tartomany a polarkoordinata rendszerben.

A fenti felosztashoz tartozo kozelité Gsszeg (Riemann sszeg):
DD ARGl y)) = ()
i=1 j=1

ahol (77, y;) benne van az (i, j)-edik kis mez6ben. Az A(R;;) teriiletet ugy kapjuk meg, hogy
a kiils6 hatarold korszeletének vessziik a teriiletét, és levonjuk az eggyel kisebb korszelet

teriiletét:
1 2 2 T; + Ti—1
A(Ryj) = 5(ri = i) (05 = 0j-1) = (05 = 0-1) (ri — i) ()
A, A T
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Tehat a kozelit6 0sszeg kiszamitasa igy folytathato:

ZZ f( z’y]): AejAri:

frt COSO*T sin 07)r;

—ZZQ i, 07) A Ab; —>// (r,0)dOdr.

A fenti egyenletben szerepld uj fiiggvény: g(r,0) = f(rcosf,rsinf)) r.
Osszefoglalva, azt kaptuk, hogy:

//R f(z,y)d(z,y) = /ab/j f(rcosf,rsinf) r didr.

Tétel Legyen f : R — R integrdlhatd fiigguény, R C R? egy mérhetd tartomdny. Az R-nek

megfeleld tartomdny poldrkoordindtakban felirva:

R' ={(r,0) : (rcosf,rsinf) € R}.



Ekkor az integral helyettesités igy végezhetd el:

//R f(z,y)d(z, y) I/R/f('r’cose,rsinH)fr d(r, ).



