Helyettesités kettds integralban

Polarkoordinatak hasznéalata

2017. aprilis 12.

Integralas Altalanos tartomanyon

Ha az integralasi tartomany nem téglalap és nem norméaltartomany, akkor megprobalkozhatunk
azzal, hogy felbontjuk egyszertibb részekre.

Példaképp tekintsiink egy korgytriit:
R={2® +y* =1és 2* + 1> = 4 kozotti teriilet}

Adott egy f : R — IR integralhato fliggvény, melynek integraljat ki kell szamitani R-n. Kozvetleniil

nem megy.

Els6 megoldés, hogy R-t az dbran lathaté modon felosztjuk 4 részre, melyek normaltartomanyok.

Ekkor az integral négy integral osszegeként szamolhato:
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Az integral kiszdmitasa nem tiinik egyszertinek.



Masik megoldas az R tartoméany polarkoordinatakkal valé atirdsa. Polarkoordinatak segitségével
irjuk fel a Descartes koordinatakat:

x =rcosb, y =rsinf.

Ekkor az integralasi hatarok:

Igy a polarkoordinata-rendszerben a megfelels tartomény téglalap (intervallum) lesz.
R ={(r0):1<r<20<0<2r}t =12 %0, 27].

Az integral kiszdmitasakor azonban vigyazni kell.

Attérés polarkoordinatakra kettds integralban

Tekintsiink egy téglalap tartomanyt a polarkoordinata rendszerben, legyen R = [a, b] X [a (]
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1. abra. Téglalap tartomany a polarkoordinata rendszerben.
Ez azt jelenti, hogy a polarkoordinatakra az alabbi feltételek teljesiilnek:

a<r<b, a<0<Lp.

Legyen f : R — R integralhato fliggvény. Hogyan szamolhat6 az integral, ha (z,y) helyett attériink
az (r,0) polarkoordinatakra?
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fel [a, b]-t n részre, és [, 5]-t m részre. Az osztopontok:

a=1r9g<r;<..<r,=2b, a=0,<b <..<0,=7..



Az integralasi tartomany egy felosztasat kapjuk (polarkoordinatakban megadva):
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2. abra. A polarkoordinatak felosztasaval kapott teriiletek.

A fenti felosztashoz tartozo kozelité Riemann sszeg:
n m
Vim =Y > [i;A(Ry),
i=1 j=1

ahol fi; = f(x7,y;), valamely (z7,y;) € R;; vélasztéassal.
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Fel fogjuk hasznélni, hogy egy r sugari kor 6 kdzponti szogii korcikkének teriilete ¢ = 57’2 - 0.

a

Ez alapjan minden 1 <i < nill. 1 <j < m esetén az A(R;;) teriiletet gy kapjuk meg, hogy a
kiils¢ hatarolo korszeletének vessziik a teriiletét, és levonjuk az eggyel kisebb korszelet teriiletét (a
kéZpOHti SZég AGJ = 9]' — 9]',1)1
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ahol Ar; = r; —r;_1. A zardjelek felbontasaval a teriilet kiszamitasa egyszertisodik:
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Tehat a kozelité Riemann Gsszeg kiszamitasa igy folytathato:
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A Riemann 6sszeg elsG tagja a g(r,0) = f(rcosf,rsinf)) - r figgvény integral-kozelits Gsszege:
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A Riemann 0sszeg masodik tagja 0 hoz tart n — oo esetben. Ezt kdnnyen igazolhatjuk. Valoban,

K =sup{|f(z,y)| : (z,y) € R}

jeloléssel minden j-re megbecsiilhetjiik a bels§ szummat:
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ez pedig 0-hoz tart max Ar; — 0 miatt.
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Osszefoglalva; azt kaptuk ebben az esetben, hogy:
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A fenti gondolatmenet nem csak polar-téglalap tartomanyokra alkalmazhato. Altalaban is igaz az
alabbi tétel:

2.2.2.A. Tétel. Legyen R C R? egy mérhetd tartomdny, f : R — R integrdlhatd figguény. Az R

tartomdny poldrkoordindtdkban felirva legyen R':
R' ={(r,0) : (rcosf,rsinf) € R}.

Ekkor az integrdl helyettesités igy végezhetd el:

//f(:c,y)d(:c,y)://f(rcos@,rsin&)’rd(r,@).



