Parcialis differencidlegyenletek

2009. majus 25.

A félév lezarasaként néhany alap-definiciot és alap-példat szeretnék adni a Parcialis Diffe-
rencialegynletek (PDE) témakérébél. Epp csak egy kis izelitét. Az alapfeladatok leirasa az
Analizis II. jegyzetben is megtalalhato, itt kicsit atdolgoztam azokat.

1. Bevezetés

Parcialis differencialegyenlet (PDE) olyan differencialegyenlet, ahol az ismeretlen fiiggvény
tobbvaltozos, és az egyenletben az ismeretlen fiiggvény parcidlis derivaltjai szerepelnek.

Azt a legegyszeriibb esetet tekintjiik, amikor az ismeretlen fliggvény kétvaltozos, melyet u =
u(z,t) vagy u = u(x,y) jeloli. A jelolés attol fiigg majd, hogy milyen fizikai jelenséget ir le
az egyenlet.

Az u(x,t) jelolés idében valtozo folyamatot jelent, = a hely koordinataja, ¢ pedig az id6. Az
u(zx,y) jelolést akkor hasznaljuk, ha egy id6ben stacionarius sikbeli llapotrdl van szo6. Itt
(x,y) a sikbeli koordinatakat jeldli.

Néhény konkrét els6 és masodrendd PDE-t tekintiink, melyben kétvaltozos, kétszer folytono-
san derivalhato u(z,t) fiiggvényt keresiink. Az L[u| parcialis differencial operator valamilyen
fiiggvénye az
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parcialis derivaltaknak. A PDE linearis, ha L[u] a felsorolt valtozoknak linearis fiiggvénye.

1. Példa.
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els6rendd parcialis differencidloperétor:

Li[u) =u; +bu, beR



2. Példa.
0 , 07
9= —C
ot Ox?
méasodrendd parcialis differencidloperéator

Lolul = u, — c*ul, c€R

Az L[u] = 0 egyenlet homogén, az Lu] = f egyenlet inhomogén, ahol f adott kétvaltozos
fiiggvény.

2. Els6rendi linearis PDE

Tekintsiik az alabbi els6rendi kezdetiérték feladatot:

uy(z,t) + bul(z,t) = 0, (z,t) € R? (1)
u(z,0) = g(x), z € R, (2)

ahol a g fiiggvény irja le a fizikai folyamat ¢ = 0 id6épontbeli helyzetét. Ez az u.n. transport
egyenlet. Ttt az u(zx,t) fliggviy = koordinataja a hely/et jelenti, a t koordinata az idét.

Tegyiik fel, hogy valamely u(zx,t) fliggvény megoldasa a (1) egyenletnek. Legyen (z,t) egy
rogzitett pont és definialjuk az aldbbi valés fiiggvényt:

z(s) = u(x + sb,t + s), seR.

Ennek derivaltja
2'(s) = ul(x+ sb,t + 8) - b+ uy(x + sb,t + s).

Mivel u megoldasa a parcialis differencidlegyenletnek, ezért

ami azt jelenti, hogy a z(s) fiiggvény konstans. Ezért az u fiiggvény az
(z + sb,t + s5) € R?, sc€ R
modon paraméterezett egyenes mentén konstans értéket vesz fel:
u(x + sb,t + s) = u(x,t), Vs e R

Az ilyen tipusu egyeneseket karakterisztikus egyenesnek hivjuk.



A fenti (1) egyenlethez tartozik egy kezdeti feltétel is, melyet a (2) egyenlet ad meg. Ha
a keresett fiiggvény értékét egy adott (z,t) pontban ki akarjuk szamolni, akkor azt kell
meghatarozni, hogy a ponton athaladé karakterisztikus egyenes hol metszi a t = 0 tengelyt.
Ez s = —t paraméterértéknél all els, igy:

u(z,t) = u((z + sb,t +s) = u(x — tb,0) = g(x — tb).

Osszefoglalva: a (1)-(2) kezdetiérték feladat megoldésa:

u(z,t) = g(x — tb).
Megjegyzés. Ha a kezdeti idéponthoz tartozo fiiggvény nem differencilhaté - esetleg szakadéasa
is van - akkor a fent definialt u(z,t) = g(z — tb) fiiggvényt a (1)-(2) egyenletek gyenge

megoldasanak nevezziik, Az igy kapott u(z,t) nem lesz differencidlhato - mégis, bizonyos
értelemben megoldasa a transport egyenletnek. Errdl késébb fognak tanulni.

3. A hévezetés egyenlete

Tekintsiink egy végtelen hossziinak feltételezett rudat, melynek vastagsaga elhanyagolhato.
Ennek hémérsékletét vizsgaljuk az id6 valtozasaval. Feltételezésiink szerint a rud szigetelve
van a kornyezetéhez képest. Jelolje u(z,t) a t id6pontban az x helyen a hémérsékletet. Fizikai
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meggondolasok alapjan belathato, hogy (megfelels skalazassal) ez a fiiggvény kielégiti ezt a

parcialis differencidlegyenletet:
!/

Ahhoz, hogy a hémérsékletet egyértelmiien meg tudjuk hatarozni, sziikség van a 0 idépontbeli
hémeérséklet ismeretére. A fenti PDE-hez az alabbi peremfeltételt adjuk meg:

u(z,0) = f(x), r e R, (4)
ahol f adott fliggvény, melyre
/Oo fA(x)dr < oo.
Ezt a (4)feltételt azért hivjuk peremfeltételnek, mert az u fiiggvény értelmezési tartomanyanak:
D, =A{(z,t) : x€R,t >0}
hataran adja meg a fiiggvényértékeket.

Az (3) egyenlet altalanos megoldasanak megkonstrualasahoz induljunk ki egy kénnyen adodo
megoldasbol. Ezt a megoldast ugy kaphatjuk, hogy u(z,t)-t szeparalt alakban keressiik

u(z,t) = G(x)F(t).
Ekkor
uy(x,t) = G(x)F'(t)
Uy (,1) = G"(2)F(1),

igy a (3) egyenletet atrendezve azt kapjuk, hogy

Pt ')
Fit) ~ G

Ugyanis a fenti egyenletben az els6 kifejezés t fliggvénye, a masik pedig x fiiggvénye - ezért
egyenlGség esetén mindkettd konstans. Fizikai meggondolasok alapjan a jobboldalon szereplé
konstans csak negativ lehet (...miért?), A = —s? alakban frjuk. Igy két kozonséges DE-t kell
megoldanunk:

F'(t) = —s*F(t), G (z) = —s*G(x),

ahol s € R tetszGlegesen megvalaszthatd paraméter. Ezek egy alapmegoldésa:

F(t) =e*™, G(x) = €.

Az (3) egyenlet s paraméterhez tartozo alapmegoldésa

’LLS(ZE, t) — 6—52t+itw

bl
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melynek értéke a peremen:
ug(x,0) = e**

Ezekbdl fogjuk 'kikeverni’ az altalanos megoldast.

A modszer, amit alkalmazni fogunk, a Fourier mddszer. Ha f egy négyzetesen integralhato
valos fiiggvény, akkor elGallithato

f x ’stf

“ 7 L

alakban, ahol fa fliggvény Fourier transzformaltja.

3.1. Allitas. A (3)-(4) peremérték feladat megolddsa

u(z, t) iws =" £ (5)ds. (5)

7l

Bizonyitas: A (5) egyenletben definialt fiiggvény teljesiti a peremfeltételt, hiszen ¢t = O-ra

u(z,0) ¢ f(s)ds = f(x).

“ 7 L.

A fiiggvény kielégiti a PDE-t is, hiszen az integraljel mogé derivalva minden s mellett kielégiti
azt.

Hatarozzuk meg a megoldast a kezdeti id6pontban ismert f fiiggvényében. ]? fiiggvény f
Fourier transzformaltja, tehat:

/\

7s) e fy

v ).

Ezt behelyettesitve a (5) kifejezésbe azt kapjuk, hogy:

uet) =5 [ Kt fo)d,

ahol K (t,x,y) alkalmas magfiiggvény:
K(t,z,y) = / et g,

Leellenérizheto, hogy

et = g [



Megjegyzés. Specidlis esetként legyen a hévezets rud kezdeti eloszlasa a Dirac delta fiiggvény;,
d(z). Ezt ugy képzelhetjiik el, hogy a rid a t = 0 id6pontban az x = 0 pontban egységnyi
hémennyiséget kap, ez a kezdeti feltétel. A PDE azt irja le, hogy ilyen impulzust adva hogy
fog id6ben szétoszlani a h6. Ekkor a (6) képlet alapjan

ami egy normaélis eloszlas stirtiségfiiggvénye (errél majd jovére tanulnak).

4. A hullAmmozgas egyenlete

Tekintsiink egy végtelen hosszu rugalmas hurt, és legyen wu(z,t) a t id6pontban a har x
pontjanak kitérése. Ha a hiur hullammozgast végez, akkor fizikai meggondolasok alapjan
u(z,t) olyan kétszer folytonosan differencialhaté fiiggvény, mely kielégiti az alabbi PDE-t:

= ull, =0, ©

ahol ¢ adott konstans. A feladat akkor lesz egyértelmien megoldhaté, ha megadjuk a kez-
deti id6pontban a hur helyzetét és az egyes pontokhoz tartozé pillanatnyi sebességet. A
peremfeltételek tehét

u(x,O) :f(x)v U;(J},O) :g(x), (8)
ahol f és g adott folytonosan differencialhato fiiggvények.
Példa Legyen u(z,t) = F(xz+ct), ahol F tetsz6leges kétszer differencialhato fiiggvény. Ekkor
uy, = F", ul, = *F”,

tehat u megoldésa a hullaimegyenletnek.

Hasonloan, ha u(z,t) = G(x — ct) alaki, ahol G tetszéleges kétszer differencialhato fiiggvény,
akkor ez is a hullamegyenlet megoldésa lesz.

Egyszeri szdmolassal igzolhato, hogy a hullimmozgis PDE altalanos megoldasa
uw(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct),

ahol F' és G kétszer folytonosan differencialhato valos fliggvények.

4.1. Allitas. A (7)- (8) feladat D’Alembert-féle megolddsa:
flz+ct) — f(x — ct) N 1 /“d

u(z,t) = 5 5 g(s)ds. 9)

—ct



Bizonyitas. Behelyettesitéssel igazolhato.

1. Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy a kezdeti feltételben szerepld fiiggvények véges intervallumon
kiviil 0 értéktek - azaz csak azon a szakaszon van barmiféle mozgas. A fenti formulabol latszik,
hogy minden x pontba ELJUT a hur rezgése elegendGen nagy ¢ esetén.

2. Megjegyzés. Az u(x,t) = F(x + ct) + G(z — ct) fiiggvény gyenge megoldasa a hullam-
egyenletnek, ha F' és/vagy G nem kétszer differencialhato. Ennek a gyenge megoldasnak egy
sajatossga, hogy az eredeti fiiggvényekben jelen levé szingularitdsok nem tiinnek el az idével.
Ha példaul F' egy o pontban szakad, akkor u szakadasi helyei: {(z,t) : = —ct = zo} - a
szingularitas terjed tovabb idGvel.

5. Laplace egyenlet

A PDE elmélet legfontosabb egyenlete a Laplace egyenlet. A kétdimenziés Laplace operator
0? 0?
=95 o
Kétszer folytonosan differencialhato u fliggvényre
" "
Au = Uy, + Uy,
A Laplace egyenlet;:
Au =0 (10)
A Laplace egynlethez tobbféle peremfeltételt lehet hozzarendelni.

Legyen D C IR? nyilt tartomany, melynek hatara 0D.

Dirichlet feladat:
AU((L’,y) = 0, ($,y) eD
u(z,y) = g(z,y), (r,y) €D

ahol g elegenden sima adott fiiggvény.

Neumann feladat:

Au(z,y) = 0, (x,y) € D
Ohu(r,y) = g(x,y),  (z,y) €9D

ahol 0,u a hatarra merdleges irdnymenti derivalt, g elegendGen sima adott fiiggvény.
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5.1. Definicié. Ha eqy u fiigguény valamely D C IR? tartomdnyban kielégiti a Laplace egyen-
letet, akkor ott harmonikus.

Komplex fiiggvénytanban tanultuk, hogy egy differencidlhaté komplex fiiggvény kanonikus
alakjaban szerepld két kétvaltozos valos fliggvény harmonikus.

6. Masodrendi linearis PDE-k osztalyozasa

Az L[u] mésodrendii parcialis differencidloperator férésze a masodrend( tagokat tartalmazza:

. " " "
Lolu] = aul, + bul, + cuy,.

A PDE kanonikus alaki, ha b = 0. Belathato, hogy allando egyiitthatos linearis mésodrendd
PDE alkalmas koordinata transzformécioval kanonikus alakra hozhato, melyben az operator
férésze

Lo[u] = ey}, + eauy;, g12 =0,%1.

A mésodrendi linearis PDE-k osztalyozasa ez alapjan torténhet.

1. A PDE parabolikus tipusi, ha €, - €5 = 0, azaz
g1 =0, e9#0 vagy g1 #£0, g9 =0.

Példa erre a hévezetés egyenlete.

2. A PDE hiperbolikus tipusi, ha 1 - €5 = —1, azaz
e1=1, eg=—-1 vagy g1 =—1, eg =1.

Hiperbolikus egyenlet példaul a hulliammozgas egyenlete.

3. A PDE elliptikus, ha 1 - 9 = 1, azaz
g1 =¢e9=1 vagy & =¢e9=—1.

Ebben az esetben a fiiggvény valtozoit x és y jeldli, ezzel id6ben nem valtozo folyama-
tokat lehet leirni. Erre példa a Laplace egyenlet. Az inhomogén elliptikus egyenletet
Poisson egyenlet-nek hivjuk:

Au+ f(x,y) =0.



