Pinchover-Rubinstein Exercise 3.5 (p.74)

Horvath Domonkos, Tuza Zoltan

1. Feladat

Keresse meg azt a tartomanyt, ahol az egyenlet elliptikus illetve, ahol hiperbo-
likus. Mindkét tartomany esetén hozza kanonikus forméra az egyenletet.

1
Pl — g, + 5, — ) =0 (1)

2. Tartomanyok megallapitasa

Elészor megvizsgaljuk differencidloperator f6részét (differencidloperator def. lasd
p65. (3.2) egyenlet.), az aldbbiakat tekinthetjiik, igymint egy kvadratikus ala-
kot. Ebben ez esetben az egyiitthatokbol képzett matrix definitsége fogja me-
gadni a parcidlis differencidlegyenlet osztalyat.

Lo[u] = aéd—; + 2b—afgy + 03‘9—;
o o(a b) ([
Lo=( )|y )| @ (2)
Oy
Ezekbol kévetkezoen,

Hiperbolikus, ha b% — ac > 0,
Elliptikus, ha b*> — ac < 0

Behelyetesitve a példdban megadott adatokat, megkapjuk a hiperbolikus illetve
az elliptikus tartoménytokat.

a=z,b=0,c=—y
2y >0 (z>0Ay>0)V(z<0Ay<0)
2y <0< (2 >0Ay<0)V(z<0Ay>0)

3. Hiperbolikus egyenlet kanokikus alapra hozasa

A [1]3.5 Theoremnek megfelelden a transzformdlt egyiitthatémétrix f6atléjaban
csak 0 elemek lehetnek, ebbdl kiindulva levezethetdek a [1]3.3 illetve [1]3.4 egyen-



letek:

0=a&, + (b— Vb —ac), (3)
0= ag, + (b+ Vb2 —ac)¢,

Az egyenletekbe behelyetesitve a feladatban megadott a és ¢ értékét:

0 = z&, — VTY)§, (4)
0 =28, +/1Y)§,

Ezt a tipust szeprabilis egyenletet mar lattuk korabban, emlékeztetoiil

S, 0, + gla, Oy, =0 f,g€C(Q) (5)
x,t
t(w,t) = 42

Behelyetesitve a megfelel6 értékeket, megkapjuk a karakterisztikus egyenelete-
ket. Az egyenletek megoldasi adjak meg azokat gorbéket, ahol teljesiil, hogy az
egyutthatomatrix féatlgja 0 lesz.

Y (z) = =42 (6)
Y () = L7

Megkapjuk a karakterisztikus gorbéket, ezek mentén a megoldas konstans.

a=\y—Vr
2=yt

A kanonikus alakra hozdshoz a kévetkezd koordinata-transzformacié sziikséges:

u(@,y) =w(@.y) () =w (VI - Vo, y + V) (7)

[/ | " " " 1 / /
Uyy = 35 (w& + 2wg, + wnn) + Y (w5 + wn>
A fentieket a feladatban kiirt egyenletbe behelyetesitve, és a kijelolt miiveleteket
elvégezve kapjuk a hiperbolikus egyenlet kanonikus alakjat

~Lwf, =0 (8)

Ez az egyenlet 0sszhangban all a 3.5 Theoremben megfogalmazott kanonikus
alakkal.



4. Elliptikus egyenlet kanonikus alakra hozasa

Elliptikus egyenlet esetén a transzformalt egytitthatomatrix féatlobeli elemeinek
egyenldeknek kell lenniiik, de nem nulldnak! Ebbdl felirhaté a [1](3.15) egyenlet,
ahol definidljuk a ® = &(x, y)+w(z, y) figgvényt. A koordindta-transzformécids
fliggvények igy a kovetkezok leszek:

£ =R(D)
n=S(®)

A hiperbolikus esethez hasonléan felirhatjuk a szeparabilis differencidlegyenleteket

d 7
dgij:z T
—y+nr=c

Kapjuk a komplex ”karakterisztikus gorbéket”

§(z,y) =~y
n(z,y) = vz

Ebbdl felithaté a koordinata-transzformacié, hasonlé lépésekkel, mint a hiper-
bolikus esetben.

u(z,y) = w(y/=y, V) (10)

=} (33%)
( 2 - y)

e = 3 nn( ) ()

"o 1 "
uyy*72\/fyw55( 2 )er < yz)

5 (why — ) =0 (11)

A fenti egyenlet 6sszhangban &ll a 3.12 Theoremben megfogalmazott kanonikus
alakkal.
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