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1. Feladat

Keresse meg azt a tartományt, ahol az egyenlet elliptikus illetve, ahol hiperbo-
likus. Mindkét tartomány esetén hozza kanonikus formára az egyenletet.

xu′′xx − yu′′yy +
1
2
(u′x − u′y) = 0 (1)

2. Tartományok megállaṕıtása

Először megvizsgáljuk differenciáloperátor főrészét (differenciáloperátor def. lásd
p65. (3.2) egyenlet.), az alábbiakat tekinthetjük, úgymint egy kvadratikus ala-
kot. Ebben ez esetben az együtthatókból képzett mátrix definitsége fogja me-
gadni a parciális differenciálegyenlet osztályát.

L0[u] = a ∂2

∂x2 + 2b ∂2

∂x∂y + c ∂2

∂y2

L0 =
(

∂
∂x

∂
∂y

) (
a b
b c

) ( ∂
∂x
∂
∂y

)
(2)

Ezekből következően,
Hiperbolikus, ha b2 − ac > 0,
Elliptikus, ha b2 − ac < 0

Behelyeteśıtve a példában megadott adatokat, megkapjuk a hiperbolikus illetve
az elliptikus tartománytokat.

a = x, b = 0, c = −y

xy > 0 ⇐⇒ (x > 0 ∧ y > 0) ∨ (x < 0 ∧ y < 0)
xy < 0 ⇐⇒ (x > 0 ∧ y < 0) ∨ (x < 0 ∧ y > 0)

3. Hiperbolikus egyenlet kanokikus alapra hozása

A [1]3.5 Theoremnek megfelelően a transzformált együtthatómátrix főátlójában
csak 0 elemek lehetnek, ebből kiindulva levezethetőek a [1]3.3 illetve [1]3.4 egyen-
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letek:

0 = aξ′x + (b−
√

b2 − ac)ξ′y (3)

0 = aξ′x + (b +
√

b2 − ac)ξ′y

Az egyenletekbe behelyeteśıtve a feladatban megadott a és c értékét:

0 = xξ′x −
√

xy)ξ′y (4)
0 = xξ′x +

√
xy)ξ′y

Ezt a t́ıpusú szeprábilis egyenletet már láttuk korábban, emlékeztetőül

f(x, t)u′x + g(x, t)u′y = 0 f, g ∈ C (Ω) (5)

t′(x, t) = g(x,t)
f(x,t)

Behelyeteśıtve a megfelelő értékeket, megkapjuk a karakterisztikus egyenelete-
ket. Az egyenletek megoldási adják meg azokat görbéket, ahol teljesül, hogy az
együtthatómátrix főátlója 0 lesz.

y′(x) = −√xy

x (6)

y′(x) =
√

xy

x

Megkapjuk a karakterisztikus görbéket, ezek mentén a megoldás konstans.

c1 =
√

y −√x

c2 =
√

y +
√

x

A kanonikus alakra hozáshoz a következő koordináta-transzformáció szükséges:

u (x, y) = w(ξ (x, y) , η (x, y)) = w
(√

y −√x,
√

y +
√

x
)

(7)

u′x = −w′ξ
1

2
√

x
+ w′η

1
2
√

x
= 1

2
√

x
(w′η − w′ξ)

u′y = w′ξ
1

2
√

y + w′η
1

2
√

y = 1
2
√

y (w′η + w′ξ)

u′′xx = 1
4x

(
w′′ξξ + w′′ηη

)
+ 1

4
√

x3

(
w′ξ − w′η

)

u′′yy = 1
4y

(
w′′ξξ + 2w′′ξη + w′′ηη

)
+ 1

4
√

y3

(
w′ξ + w′η

)

A fentieket a feladatban kíırt egyenletbe behelyeteśıtve, és a kijelölt műveleteket
elvégezve kapjuk a hiperbolikus egyenlet kanonikus alakját

− 1
2w′′ξη = 0 (8)

Ez az egyenlet összhangban áll a 3.5 Theoremben megfogalmazott kanonikus
alakkal.
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4. Elliptikus egyenlet kanonikus alakra hozása

Elliptikus egyenlet esetén a transzformált együtthatómátrix főátlóbeli elemeinek
egyenlőeknek kell lenniük, de nem nullának! Ebből feĺırható a [1](3.15) egyenlet,
ahol definiáljuk a Φ = ξ(x, y)+ıη(x, y) függvényt. A koordináta-transzformációs
függvények ı́gy a következők leszek:

ξ = <(Φ)
η = =(Φ)

A hiperbolikus esethez hasonlóan feĺırhatjuk a szeparábilis differenciálegyenleteket

dy
dx = ±ı

√− y
x

−√y + ı
√

x = c

(9)

Kapjuk a komplex ”karakterisztikus görbéket”

ξ(x, y) =
√−y

η(x, y) =
√

x

Ebből feĺırható a koordináta-transzformáció, hasonló lépésekkel, mint a hiper-
bolikus esetben.

u(x, y) = w(
√−y,

√
x) (10)

u′x = w′η
(

1
2
√

x

)

u′y = w′ξ
(
− 1

2
√−y

)

u′′xx = 1
2
√

x
w′′ηη

(
1

2
√

x

)
+ w′η

(
− 1

4
√

x3

)

u′′yy = − 1
2
√−y

w′′ξξ

(
− 1

2
√−y

)
+ w′ξ

(
− 1

4
√
−y3

)

1
4

(
w′′ηη − w′′ξξ

)
= 0 (11)

A fenti egyenlet összhangban áll a 3.12 Theoremben megfogalmazott kanonikus
alakkal.
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