
Pinchover-Rubinstein Exercise 3.3 (p.73)

{Szolek, Tóth} András

1. Feladat

Adott az alábbi egyenlet:

u′′xx + 4u′′xy + u′x = 0

a. Határozzuk meg az egyenlet t́ıpusát és hozzuk kanonikus alakra!

b. Határozzuk meg u(x, y) általános megoldását!

c. Határozzuk meg u(x, y)-t az alábbi kezdeti értékek mellett:

u(x, 8x) = 0 u′x(x, 8x) = 4e−2x

2. Megoldás

a. a = 1, b = 2, c = 0, tehát b2 − ac = 4 > 0, az egyenlet hiperbolikus.

Koordináta transzformáció: (x, y)→ (ξ, η) ahol ξ = ξ(x, y), η = η(x, y)

A =
(
a b
b c

)
=
(

1 2
2 0

)
J =

(
ξ′x ξ′y
η′x η′y

)
A transzformáció alkalmazása hiperbolikus esetben

JAJT = A′ =
(

0 ∗
∗ 0

)
Az ebből következő egyenletek:

0 = aξ′2x + 2bξ′xξ
′
y + cξ′2y = ξ′2x + 4ξ′xξ

′
y = ξ′x(ξ′x + 4ξ′y)

0 = aη′2x + 2bη′xη
′
y + cη′2y = η′2x + 4η′xη

′
y = η′x(η′x + 4η′y)

Független, invertálható rendszerhez jutunk, ha a fenti egyenleteket

ξ′x + 4ξ′y = 0 η′x = 0

választással eléǵıtjük ki. Triviálisan,

ξ(x, y) = f(y − 4x) η(x, y) = g(y)
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ı́gy mivel lineáris transzformációt keresünk, jó választás

ξ(x, y) = y − 4x η(x, y) = y

amivel
u(x, y) = w(ξ(x, y), η(x, y)) = w(y − 4x, y)

Az eredeti egyenlet át́ırásához szükségünk van u′x, u′′xx valamint u′′xy w(ξ, η)-
vel kifejezett alakjára.

u′x = −4w′ξ(y − 4x, y)
u′′xx = 16w′′ξξ
u′′xy = −4w′′ξξ − 4w′′ξη

Ebből
u′′xx + 4u′′xy + u′x = 0 ⇒ −16w′′ξη − 4w′ξ = 0

A PDE kanonikus alakja tehát

w′′ξη +
1
4
w′ξ = 0

b. Ennek megoldása W (ξ, η) = w′ξ(ξ, η) helyetteśıtésével

∂

∂η
W = −1

4
W

W (ξ, η) = e−η/4f1(ξ) = w′ξ

Tehát
w(ξ, η) = e−η/4f(ξ) + g(η)

A koordinátatranszformációkat behelyetteśıtve u(x, y) = w(y−4x, y) alapján

u(x, y) = e−y/4f(y − 4x) + g(y)

c. Keressük meg f -et és g-t, hogy

u(x, 8x) = 0 u′x(x, 8x) = 4e−2x

u′x(x, 8x) = 4e−2x kieléǵıtése:

u′x(x, y) =
∂

∂x

[
e−y/4f(y − 4x) + g(y)

]
= −4e−y/4f ′(y − 4x)

u′x(x, 8x) = −4e−y/4f ′(y − 4x)
∣∣∣
y=8x

= −4e−2xf ′(4x) = 4e−2x

f ′(4x) = −1 ⇒ f(t) = −t

Ezzel u(x, 8x) = 0 feltétel

u(x, 8x) = −4e−y/4(4x− y) + g(y)
∣∣∣
y=8x

= e−2x(−4x) + g(8x) = 0

g(8x) = 4xe−2x ⇒ g(t) =
t

2
e−t/4

Tehát a megoldás:

u(x, y) = e−y/4f(y − 4x) + g(y) = e−y/4(4x− y) +
y

2
e−y/4
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