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Ismétlés: Lancszabdly valos fligguényekre:

(fog) (z)=f(9(x)) g (2).

f a kiilsd, g a belsd figguény. Mindkettd eqy vdltozds, valds értéki.

1. specialis eset

A kilséd figgvény egy valtozos, legyen ez f : D — IR, D C IR. A belsd fiiggvény két
valtozos, legyen ez ® : S — IR, S C IR% Feltessziik, hogy Rs C D. Ekkor az dsszetett
fiiggvény értelmezhets:

F=fod:5—RR, F(z,y) = f(®(z,v)).

Tétel. Tegyiik fel, hogy @ differencialhato az (z,y)e intS pontban, és f differencialhato az
u = ®(z,y) pontban. Ekkor az osszetett fiiggvény is differencialhato, és a parcialis derivaltak:

Fi(z,y) = f1(®(x, ) ¥, (2, y),
Fy(z,y) = f1(®(2,9))®, (2, y).
Bizonyitas:
F(x+ Az,y + Ay) — Fz,y) = f(®(z + Az, y + Ay)) — f(P(x,y)) = ()
f differencialhatosasga miatt
fu+ Au) — f(u) = f'(u) Au+ e(Au),
ahol e(Au) kisordo. Emiatt a fenti egyenletet folytathatjuk:

(1) = P00 y) (@ + A,y + Ay) — Bz, y)) += =
= f/((I)(l‘, y)) ' ((I)/x(xa y)A:C + CD;('% y)Ay + 81) + €.
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A fenti egyenletben & differencidlhatosagat hasznaltuk fel, e; szintén kisordé fiiggvény.
Tehat azt kaptuk, hogy
F(z + Az,y + Ay) — F(z,y) = (f(®(2,9)) (2, y)) Az + (f (D(z, )Py (z,y)) Ay + €.
Ez épp azt jelenti, hogy F' differencialhato. Tovabba a jobboldalon Ax szorzoja F.(x,y) és
Ay szorzoja F,(z,y).
Példa. Legyen F(z,y) = (f(z,y))?, ahol a bels fiiggvény differencialhato. Ekkor
Fi(z,y) =2f(z,y) fi(zy),  Fyry) =2f(x,y) fy(z,v).

2. specialis eset

A Fkillsé fiiggvény két valtozos, legyen ez f : S — R, S C IR%. Két belsé fiiggvény van,
mindkettd egy valtozos, legyenek ezek ¢,1 : D — IR, D C IR. Feltessziik, hogy R, x Ry, C S.
Ekkor az Osszetett fiiggvény értelmezhets:

F:D—TR,  F(t)= f(et), ().

Tétel. Tegyiik fel, hogy ¢ és ¢ differencialhatoak a te int D pontban, és f differencidlhaté az
(x,y) = (p(t),1(t)) pontban. Ekkor az Gsszetett fiiggvény is differencialhato, és derivaltja:

F'(t) = (o), (1))@ (8) + [ (0(D), ¥ (£))¢' (t)

Megjegyzés. A konnyebb atlathatosag kedvéért a fenti formula argumentumok nélkiil:

(fo e, 0) = fug' + [/
Bizonyitas. Eldadason elmondtam. Aki nem jegyzetelte le, bizonyitsa be - nem nehéz HF.

Példa. Kétvaltozos f fiiggvény « irany menti derivaltjat szamoljuk az (z,y) pontban. Ehhez
az f(x,y) fiiggvénybe behelyettesitjiik a

o(t) = x + tcosa, Y(t) =y +tsina
valtozokat, és a derivaltat nézziik a t = 0 helyen. A fenti tétel alapjan:
F(t) = f(zx +tcosa,y + tsina)
derivaltja
F'(0) = fy(z 4+ 0cosa,y + 0sina)¢'(0) + f,(z + 0cos o, y + Osina))'(0) =

= fi(z,y)cosa + f(z,y)sina.

Ez a jol ismert formulat adja.



