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3.5. Konvoluacid

Adott két valos fliggvény, f, g : IR — IR. Feltessziik, hogy mindkettd abszolut integralhato:

[ @lar<oe, [ lg@lds < .

3.1. Definicidé. Az f és g fiigguények konvolicidja f * g : IR — IR, melyet igy értelmeziink:

(f+9) (x) = / " Fwgle — y)dy.

3.1. Allitas. A konvolicio alaptulajdonsdgai:

1. f =g jol értelmezett, azaz az improprius integrdl létezik és véges:

/OO fWglx —y)dy <o VaeR.
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Tovabbd f * g is abszolit integrdlhato, és

/Zw*g) (@)] dfCS/m |f(x)|dx-/oo |g(x)|dz.

2. Kommutativ: f*g=g=x* f.
3. Asszociativ: (f xg)«h = fx*(g=*h).

4. Disztributiv tulajdonsdg: (f +g)*xh = fxh+ g*h.



Ezek kozvetlen szamolassal igazolhatoak (HF).

Példa. Legyen
1 hazel0,1]

flz) =
0 egyébként

Ekkor .
(f+g) (x) = / g — y)dy.

vagy a kommutativitast felhasznalva, forditott sorrendben integralva:

(1) (@)= [ afe=nin= [ gty

o

Tehat a konvolicié hatasa az lesz, hogy a ¢ fiiggvény x el6tti 1 hosszisagi intervallumon
felvett értékeit kiatlagolja.

3.6. Konvolicid és Fourier transzformacio

3.2. Allitas. Szorzat ill. konvolicio Fourier transzformdltja igy szamolhato:

F(f*g.5)=~2m F(f ) Flg.s)

2. F(f-g,8) = \/%_W]:(ﬂs)*]:(g’s)'

Bizonyitas: 1. Felirjuk a F'T definiciojat, majd behelyettesitjiik a konvolucié képletét:

STV Ry TP By o o DI R

Felcseréljiik az integralasok sorrendjét, és a belsé integralbél kihozzuk az x-t6l fiiggetlen

1 > —1i8 > —is(x—
:\/_27/_ fly)-e y/_ glz —y) - e "V drdy =

A belsé integralban u = x — y helyettesitést végziink:

= \/LQ—W /_ fly) e /_ g(u) - e dudy =

Két fiiggetlen integralt kapunk, ami szorzatként irhato:

- [ )y V= VB ) 7

tényezoket:
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2. A definici6 felirasaval kezdjiik:
F(fog.5) == [ fwgla)- e
°0,8) = —F— x)g(z)-e =,
g o ) g
majd az f(z) helyett irjuk be elgallitasat az inverz Fourier transzformacioval. Igy folytathato:

1 > 1 N .
= r)e" dr - g(x)e " dr =,
= =/ foera g

ahol az inverz Fourier-transzformécioban egy 1j integralasi valtozot kell hasznélni. Felcserélve

az integralasok sorrendjét folytahatjuk:

_ # / ‘: ) (% / nge—ﬂs—mdm) dr = \/% / Z Fr) §(s—r)dr = ——T+5(s)

3.7. Dirac delta fiiggvény

Legyen € > 0 tetszéleges, és minden e-ra definidljuk az alabbi fiiggvényt:

(0, ha x =0,

1
de(z) = 2 ha 0<|z| <e,

0, ha [|z[>e.

/_oo 5o(z)dr = 1.
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Ekkor minden e-ra

A fliggvény alatti egységnyi teriilet egyre kisebb intervallumra koncetralodik, ahogy e tart
0-ba. Az ¢ = 0 hatarérték olyan egységnyi impulzushoz hasonlithat6, ami "egyszer csak"
megtorténik. Tetszéleges f folytonos fiiggvény mellett:

|t = [ f(w)dz.

Ezért tehat

e—0

lim /OO f(x)o:(x)dx = f(0).

Osszefoglalva az eddigicket, ha létezne a 6(z) = lir% 0 (), hatarértékfiiggvény, akkor ezekkel
E—
a tulajdonsigokkal rendelkezne:



1. Fiiggvény alatti teriilet egységnyi

/:5@szl

2. Tetszdbleges folytonos fliggvény esetén

/ﬁawﬁ@szﬂm.

Ez a Dirac delta fiigguény 1étezik, bar definicioja kivezet abbol a fogalomrendszerbél, amellyel
eddig foglakoztunk. Nem kdzonséges fliggvény. Ilyen dltaldnositott fiiggvények a disztribi-
cibelméletben fordulnak els, de formalisan mi is hasznalni fogjuk (egy kicsit legalabbis).

A Dirac delta fliggvény konvolucidja tetszéleges f fiiggvénnyel:

1) )= [ o)~y = @)

(e 9]

Dirac delta a konvolicié miivelet egysége.
A Dirac delta fliggvény Fourier transzformaéltja:

F(5,s) = e 55 (z) da

x@E/i " Vor V2

minden s-re. Fourier transzformaltja tehat konstans.

Alkalmazas

Radiéban sduvszirés.
AM, kézeéphullamon. A jel Fourier transzformaltja f(z) — ]?(5)

A FT-t helyett ennek ’csonkitasat’ veszik:

~

f(s) hase|[-B,B]|

fB(s) =
0 ha |s| > B

Ez a csonkitas egy megfelels fliggvénnyel vald szorzést jelent, nevezetesen:

-~ -~

fa(s) = f(s) - gB(s),
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ahol

G (5) 1 hase[-B,B]
S) =
95 0 hals|>B

Tehat az inverz Fourier transzformécioval megkapjuk az atalakitott jelet az id6tartomanyban:

fe(x) = V2rF Y - Gp,x) = V2 (f * g8) (2),

=\/; | st ”ydy—\f / vy \/5%(3@

ahol



