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3.5. Konvoliicio

Adott két valos fiiggvény, f, g : IR — IR. Feltessziik, hogy mindketts abszolut integralhato:

| t@lar<oe, [ lg@lds < .
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3.1. Definicid. A két fiigguény konvolicidja az fxg: R — IR fiigguény, melyet igy értelme-

(f+9) (x) = / " Fgle — y)dy.

3.1. Allitas. A konvolicio alaptulajdonsdgai:

1. f =g jol értelmezett, azaz az improprius integrdl létezik és véges:

/_OO fg(x —y)dy <oo  VreR.

Tovdbbd f * g is abszolit integrdlhato, és

[ 100 @ de< [ iswlaes [ gt

2. Kommutativ: f*g=gx* f.
3. Asszociativ: (f xg)«h = fx(gxh).

4. Disztributiv tulajdonsdg: (f +g)*xh = fxh+ g h.



Ezek kozvetlen szamolassal igazolhatoak (HF).

Példa. Legyen
1 haxel0,1]

fz) =
0 egyébként

Ekkor )
(f+g) (x) = / g — y)dy.

tehat a konvolicio hatasa: a g fliggvény x el6tti értékeit kiadtlagolja.

3.6. Konvolicid és Fourier transzformacio

3.2. Allitas. Konvolicio az iddtartomdnyban és a frekvenciatartomdnyban.:

‘F(f*gv‘S) = \/ﬁ}"(f,s)}"(g,s)

F(f.5)* Flg.s) = \/%F(f-g,s)

Bizonyitds: 1d6tartoméanyban. (A frekvenciatartomanyban teljesen hasonlo.)

Freas) = o= T (o)) - e =
= \/%/ (/ fly —y) y) ceTBdy =
= \/—/ fly /oog(fv—y) e dy dy =
e [ e

—zsu 1 > —isy . T =
- / e —— [ )y Vo -
- Flg,8) - F(f,9)

il



3.7. Dirac-delta fiiggvény

Legyen € > 0 tetszéleges, és minden e-ra definidljuk az alabbi fiiggvényt:

(0, ha x =0,

1
de(z) = 5 ha 0< |z] <e,

{ 0, ha |z|>e

/Oo 5.(x)dz = 1.

o

Ekkor minden e-ra

Kiszamoljuk, mi lesz a 6. () fliggvények Fourier transzforméltjanak hatérértéke e — 0 esetén.
Altalaban, tetszoleges f folytonos fiiggvény mellett:

) f(z)dz

| @i = e — S L=

- = f(©)

ahol £ € (—¢,¢) létezését az integral-kozépérték tétel biztositja. Ezért tehat

iy [ ()3, o) = li £(6) = 0).

e—0

Osszefoglalva az el6zéket, ha létezne a hatarértékfiiggveny, 0(z) = lir% d:(x), akkor ez ilyen
E—

tulajdonsagu lenne:

/_00 d(z)dx =1,

o0

2. Tetsz6leges folytonos, abszolit integralhaté fiiggvény esetén

/mawﬁwazﬂm.
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Ez a Dirac-delta fiiggvény 1étezik, bar definicidja kivezet abbdl a fogalomrendszerbél, amellyel
eddig foglakoztunk. Ilyen altalanositott fiiggvények a disztribicidelméletben fordulnak elg,
de formalisan mi is hasznalni fogjuk (egy kicsit legalabbis).

A Dirac-delta fliggvény konvolicidja tetszéleges f fiiggvénnyel:
(6 ) @ = [ )1~ iy = 1)
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Dirac-delta a konvoltacié miivelet egysége.
A Dirac-delta fiiggvény Fourier transzforméltja:

m/ @ = e =

minden s-re. Fourier transzformaltja tehat konstans.

F(0,s) =

Alkalmazas

Radioban sdvszireés.
AM, kozeéphullamon. A jel Fourier transzformaltja f(z) — J?(s)

A FT-t helyett ennek ’csonkitasat’ veszik:

~

R f(s) hase€[-B,B]|
fB(s) =
0 ha |s| > B

Ez a csonkitas egy megfelel§ fliiggvénnyel vald szorzést jelent, nevezetesen:

-~ ~

fa(s) = f(s5) - g(s),

ahol
1 hase[-B,B]

93(8):{ 0 hals|>B

Tehat az inverz Fourier transzformécioval megkapjuk az atalakitott jelet az idGtartomanyban:

f3(x) = V2rFNF - Gp,x) = V2r(f * gs) (2),

1 [~ . 1 B \/Esin(Bx)
— . ey = i Y Jy = 2>\
V%/_OOQB@) e dy \/QW/_Be y ——
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