KOMPLEX FUGGVENYTAN

Gyakorlo feladatok vizsgara

2015. méajus 22.

Komplex szamok, ismétlés

Végezze el az alabbi szamitasokat:

5.1, i3/4 5.2, el-in/4
5.3. (1+1)3 5.6. (1 —4)/3
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Komplex fiiggvények értelmezése

Hatarozzuk meg, hogy az aldbbi f fiiggvények a megadott D tartomanynak mit feleltetnek
meg. Rajzoljuk le az eredeti D tartomanyt és ennek f(D) képét is. (Hasznéljuk fel, hogy
analitikus fiiggvény esetén tartomany hataranak képe a képtartomany hatéra lesz.)

5.10. f(z) =2 D={z:Im(z) > 0}.

5.11. f(z) = (1+4)z, D={z:Im(z) > 0}.

5.12. f(z) =1+4iz, D={z:Re(z)>0¢s0<Im(z) <2}
5.13. f(z) = —iz—1, D={z:|z| <1}.



5.14. f(z) =(-1+14)z, D={z:]z| > 1}.

1

Hatarozzuk meg, hogy az f(z) = — leképezés a komplex a sik adott tartomanyainak mit
z

feleltet meg:

5.15. D; ={z : 0 <Re(z)}.
5.16. Dy ={z : Re(z) > 1,Im(2) > 0}.
5.17.* D3 ={z : Im(z) > c}, ¢>0.

Komplex fiiggvények differencidlhatésaga

Vizsgaljuk meg, vajon differencidlhatok-e az alabbi komplex valtozos fiiggvények.

Ahol csak a kanonikus alak van megadva, probaljuk meg f(2)-t kdzvetlenil z fiigguényében
megadni.

5.18. f(z) =y — 322y + i (23 — 3zy?).

5.19. f(z) = % 5.20. f(2) = é

5.21. f(z) = Re (). 5.22. f(z) = -2

5.23. f(z) = 2. 5.24. f(2) = 2z + xy%.
5.25. f(2) = e*(cos(y) — i sin(y)). 5.26 f(2) — =*.

5.27. f(z) = 2% — (y — 1)%. 5.28. f(z) =1—i-.
5.29. (=) = |-,

Harmonikus fiiggvények

Vizsgaljuk meg, harmonikusak-e a kovetkez§ fliiggvények. Ha igen, keressiik meg harmonikus
tarsukat. Irjuk fel a kapott komplex fiiggvényt is.

5.30. u(x,y) = 2z(1 — y). 5.31. u(z,y) = 2z — 2° + 3xy?.



5.32. u(x,y) = sh (z)sin(y). 5.33. v(z,y) = e”sin(y).

5.34. v(z,y) = —sin(z)ch (y).
5.35. Milyen C' paraméter esetén lesz v(x,y) egy analitikus fiiggvény képzetes része?
v(x,y) = Co® —y? + 2y
A kapott C' paraméter mellett hatarozza meg harmonikus tarsat.
5.36. Milyen C paraméter esetén lesz az alabbi fiiggvény egy analitikus fliggvény valds része:
u(z,y) = Ca’y — y°?

Szamitsa ki a megfelel§ analitikus fiiggvény derivaltjat a zo = 1 + ¢ pontban, u(z,y)
harmonikus tarsanak meghatarozasa nélkiil.

5.37. Igazolja, hogy alabbi fiiggvény egy analitikus fliggvény képzetes része:
v(z,y) = ch(z) cos(y)

Szamitsa ki a megfelel§ analitikus fliggvény derivaltjat a zy = ¢ pontban, v(z,y) har-
monikus tarsanak meghatarozasa nélkiil.

5.38. Igazoljuk, hogy az alabbi fiiggvény egy analitikus fiiggvény wvalds része:
u(z,y) = (z=2)(y+1)

Szamitsa ki a megfelel§ analitikus fliggvény derivaltjat a zp = 1 — ¢ pontban, u(x,y)
harmonikus tarsanak meghatarozasa nélkiil.

5.39. Milyen C' paraméter esetén lesz az alabbi fiiggvény egy analitikus fliggvény valds része:
u(z,y) = In(z? + Cy?)?

Szamitsa ki a megfelel§ analitikus fiiggvény derivaltjat a zp = i pontban, u(x,y) har-
monikus tarsanak meghatarozasa nélkiil.

Komplex vonalintegral

5.40.

/F(22+1)dz =7

haT a z =0 és 29 =1+ 1 pontokat 6sszekots szakasz, z; = 0-bdl inditva.

z4+2

5.41. Integraljuk az f(z) = fiiggvényt a

1. Ty ={z=2¢% : 0< ¢ <7} mentén, noévekvs ¢ irdnyban.



2. Ty ={2=2¢" : 0> ¢ > —m} mentén, csdkkend ¢ iranyaban befutva.

3. T3={2=2¢"% : —1 < p < 7} mentén, névekvs ¢ iranyaban.

5.42. Legyen I' a zy = 1 kozéppontu egységkornek az a fele, ahol a képzetes rész nemnegativ.

/F(z—l)dz:?

5.43. Integraljuk az f(z) = z — 1 fiiggvényt, ' legyen a valos tengely 0 < x < 2 szakasza
névekvé x iranyban!

5.44. AT ={z : |z — 1] = 2} zart gérbe mentén szamuljuk ki az alabbi integralokat:

(a) ézfldz:? (0) f;ﬁdz:

(Otlet: Alkalmazzuk a Cauchy-féle integralformulét.)

5.45. Integraljuk az f(z) = e* fiiggvényt a 23 = im, 2o = 1 pontokat Osszekots szakasz
mentén, z;-bdl indulva.

Elemi fiiggvények kiterjesztése

Hatarozzuk meg az alabbi komplex értékeket:

5.46. In(1 +1) =7 5.47. In(1 — i) =?
5.48. In(—i) =7 5.49. (1+/3i) =7
5.50. 217 =7 5.51. 21" =7
5.52. In(—1) =? 5.53. 71 =7

5.54. ¢!t =7 5.55. ¢!~ =7

5.56. sin(i) =7 sin(1 +14) =7 5.57. cos(i) =7 cos(1 — 1) =7



