ANALIZIS II. VIZSGA

KOMPLEX FUGGVENYTAN

Gyakorlo feladatok vizsgéra

Komplex szamok, ismétlés

Végezze el az alabbi szamitasokat:

5.1. 3/4
5.2. el-in/4

5.3. (1+1)3

6
5.4. Z "
n=1

3

5.5. » (1+1i)"

n=1
5.6. (1 —1)/3

1424
1—1

z (1)

5.7,

Komplex fiiggvények értelmezése

Hatarozzuk meg a komplex szamsiknak azon tartomanyat, melyet az alabbi leképezés feleltet
meg a komplex sik adott tartoméanyanak!

(Hasznalja fel, hogy analitikus fliggvény esetén tartomany hataranak képe a képtartomany
hatéra lesz.)



5.9. f(z) =2z, {z : |z2| =1}

1
5.10. f(z) = —, {z=z+1iy : y>0}
z

5.11. f(z) = (1+41)z, {z:Im(z) > 0}
5.12. f(z) =1+ iz, {z:Re(z) >0¢és0< Im(z) <2}
5.13. f(z) = —iz —1, {z:]z] <1}

(2)

5.14. f(z) = (—1+1)z, {z:]z] > 1}

Hatéarozza meg, hogy a komplex a sik alabbi tartomanyainak mit feleltet meg az f(z) = —
z

leképezés:

2c
5.16. {Re(z) > 1,Im(z) > 0}

5.15. {0 < Re(z) < i}
5.17. {Im(z) >c},c>0

Komplex fiiggvények differencidlhatésaga

Vizsgalja meg, differencidlhatok-e az alabbi komplex véltozos fiiggvények!

5.18. w = y3 — 3x?y + i (23 — 3zy?).

1
5.19. w = —.
z
1
5.20. w= .
z

5.21. w = Re(z).

5.22. w = 2%

5.23. w = 7%

5.24. w = 2x + zyi.

5.25. w = e*(cosy — isiny).
5.26 w = 25

5.27. w=1z°— (y — 1)%.
5.28. w=1-1z.

5.29. w = |z|.



Harmonikus fiiggvények

Vizsgalja meg, harmonikusak-e a kovetkezé fiiggvények, s ha igen, keresse meg harmonikus
tarsukat!

5.30. u

5.31. u(x,y

5.33. v

(z,y)
(z,9)
5.32. u(x,y) =sinhx - siny.
(z,9)
5.34. v(z,y)

= —sinx - sinhy.

5.35. Milyen C' paraméter esetén lesz az alédbbi fiiggvény egy analitikus fliiggvény képzetes
része?
v(z,y) = Ca® —y* + 2y

Hatérozza meg harmonikus tarséat!

5.36. Milyen C paraméter esetén lesz az alabbi fiiggvény egy analitikus fiiggvény valos része?
u(a,y) = Ca’y —y°

Hatarozza meg az analitikus fiiggvény derivaltjat!

Komplex vonalintegral

5.38. Integraljuk az f(z) =y —x — 3z% fiiggvényt a z; = 0 és 2o = 1 + i pontokat 6sszekts
szakasz mentén, azt z1-bsl z9-be befutva.

2 ,
5.39. Integraljuk az f(z) = it fiiggvényt a I' = {z = 2¢'%;0 < ¢ < 7} mentén, novekve
@ irdnyban!
2
5.40. Integraljuk az f(z) = s fiiggvényt

[ ={z=2e" ¢ =0,py = —7}

mentén, csokkend ¢ iranyaban befutva!

2
5.41. Integraljuk az f(z) = it

@ irdnyaban!

fiiggvényt ' = {z = 2¢"; —1 < p < 7} mentén, névekve

5.42. Integraljuk az f(z) = z — 1 fiiggvényt I = {z = ¢? + 1;0 < ¢ < 7} mentén, novekve
@ iranyaban!



5.43. Integraljuk az f(z) = z — 1 fiiggvényt, I' legyen az x tengely 0 < x < 2 szakasza
névekvé x iranyban!

5.44. Integraljuk az

~J 4y, hay>0
f(z)_{l ha y <0

figgvényt T = {z =z +iy : y =12 —1 <2 <1} mentén névekvs z irdnyban!

5.45. Integraljuk az f(z) = e fiiggvényt a z; = im, 2o = 1 pontokat Osszekotd szakasz
mentén, z;-bdl zo-be futval

Logaritmus. Hatvanyfiiggvény

5.46. In(1 + i) =7
5.47. In(1 —i) =7
5.48. In(—i) =7
5.49. (1+ )i =7
5.50. 210 =?

5.51. 2171 =7



MEGOLDASOK

Komplex szamok, ismétlés

5.1
3 k 3 k
Z = cos <§ + ZQW) + 4 sin (% + ZQW) , k=20,1,2,3.
V2
5.2 2= —
T
Komplex fiiggvények értelmezése
5.9 {w : |w| =2}
5.11. {Im(w) > Re(w)}
5.12. —1 < Re(w) < 1és Im(z) >0
5.13. (u+ 1)* +v* < 1 kortartomany
5.14. u® + v? > 2 korkiilss
5.15. Az {Im(w) > 0} félsik v* + (v + ¢)? = ¢? kordn kiviili része
1N, 1, . .
5.16. Az (u— 5 +0v* < ) kor {Im(v) < 0} félkorének belseje
5.17. A hataron z = x + ic, ennek képe:
1 .
flx +ic) = S —

r+ic 24 c?

Konnyen lathato, hogy ez egy kor, nevezetesen:

' i
w _ —
2c

1 1
Ezért a k tt képtér: : ——| < —1.
zért a keresett képter: {w : |w 120| 20}

B x? n c 1 2_ 2 + ¢ 1 n
(224 ?) 2+ 2c) (2242?2242

1

4c2

g

1
2c

;



Komplex fiiggvények differencidlhatésaga

5.18. A fiiggvény az egész szamsikon differencialhato.

5.19. A fiiggvény a z = 0 kivételével mindeniitt differencidlhato.
5.20. A fiiggvény a z = 0 kivételével mindeniitt differencialhato.
5.21. A fiiggvény sehol sem differencialhato.

5.22. A fiiggvény differencialhato.

5.23. A fiiggvény csak a z = 0 pontban differencidlhato.

5.24. A fiiggvény nem differencialhato.

5.25. A fiiggvény nem differencialhato.

5.26. A fiiggvény differencialhato.

5.27. A fiiggvény csak a z =7 pontban differencialhato.

5.28. A fiiggvény differencialhato.

5.29. A fiiggvény nem differencidlhato.

Harmonikus fiiggvények

5.30. Harmonikus, v(z,y) = 2% — (1 — y)°.

) =

5.31. Harmonikus, v(x,y) = 2y — 32%y + 3°.
) = —coshz - cosy.
) =

5.33. Harmonikus, u(z,y - COS Y.

(

(
5.32. Harmonikus, v(z,y

(
5.34. Harmonikus, u(z,y) = cosz - coshy.
5.35. C'=1, v(z,y) = —2zy + 2.

5.36. C'=3. f'(2) = 6zy — i(32? — 3y?).



Komplex vonalintegral

5.38.
f(z) =y —x—3z% [':2=0 2o =141
r=t y=t 0<t<1
z(t) =t+1it Z(t)=1+1
! 1
/ [t — 1) = 36%) (14 )t = (~1+0) [-£]. =1
0
5.39. ) 5
f(z)= : =1+ -, 2(p) = 26", () =201 < p <7
z z
™ 2 o . ™ ) . 62‘@ ™
/ (1 + —) 2ie"dp = 2@/ (e“p + 1) dp = 2i [— + QD} =
0 2ew 0 t 0
= 2 [ei‘p + z'go] =
0
= 2(cosm+isinm +ir —1) =
= 2im—4.
5.40.
- el - ) o
i [T e = 2 {—.w] 2 [e 4 ig]," =
0 v 0
= 2[cos(—m) —im +isin(—mw) — 1] = —4 — 2iw
5.41.

22’/ (ei“’+1)d<p = 22’[#%—4 =

= 2[(cosm+isinm + im)—
—  (cos(—m) +isin(—m) —im)| =
= 2[-1+imn+1+in] =4din

5.42. f(z)=2z—-1 z=e%+1 0<p<m 2 = ie®

/f(z)dz = /0” (€% +1—1]ie"dp =i [i?p]w =

0

= 5[00827?—1—isin27r—cosO—z'sin0] =0.



5.43.

fz)=z—1l=a+iy—1; r =t y =0; 0<t<2; z2=1+0
2 =1.

5.44.
| 4y, hay >0
f(z>_{1, hay <0, z=ux+1iy
I:y=2a" -1<z<1
Nz=t y =t
z=1+1%, 2 =14 3t%
-1 1
/f(z)dz = / 1(1—1d3t%) dt+/ 4% (1 + °3i) dt =
0 0
7"
= [t—t3i}°1+[t4+12—z} =
- 6
0
= —(=1—d)+ (1+2i)=2+3i.
5.45.
f(z)=¢€" 21 =im, 2z =1 (y=7(1l—2x))
r=t y=m(l—1) 0<t<1
z=t+im(l—1t) 2 =1-—mi

o pttin(1-) 71
/ et—l—mr(l—t)(l . 7T’L)dt — (1 _ 7TZ> l—] —e—e" =
0 0

1—1m
= e—cosm—isinmt=1+e.



