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Fiiggvény grafjanak hossza

Feladatunk egy folytonos, sima fiiggvény grafjanak hosszat meghatarozni.

Az f figgvény egy véges, zart intervallumon van értelmezve. Feltessziik hogy grafja
sima — ez azt jelenti, hogy f : [a,b] — IR folytonosan differencidlhaté. Gréfjanak
pontjai:

I'={(z, f(z)) : z€la,b]}.

Ennek hosszat kell meghatarozni.

A fluggvény grafjanak ivhosszat egyenes szakaszokkal kozelitjiik, mert egy tortvonal
hosszat ismerjiik:



N

Ehhez az [a, b] intervallum egy F felosztdséat tekintjiik:
F={a=xy<z1<--- <z, =b}.

A graf megfelel§ pontjait jelolje (zy, yx), ahol y, = f(zk).
A k-adik {vdarab hosszdnak kozelitése (Pithagorasz tétel alapjén):

Sp = \/(A!Bk)z + (Ayg)? = \/($k — 2p—1)? 4+ (Y — Yr—1)%

fgy az ivhossz egy kozelitése

n

s(D) m s(F) = ) V(wn —ap-1)? + (yr — yp1)? =




= Zn: \/1 2. Aay, &k € (Tp—1, Tk). (1)

Az utolso lépésben Lagrange féle kozépértéktételt hasznéltunk a gyokjel alatti kiilonbségi
héanyados atalakitasara.

Az (1) egyenletben szerepl$ Gsszeg egy integral kozelité Riemann-Osszeg. Ezért, ha a
felosztés finomsaga 0-hoz tart, hatartértékként egy integralt kapunk.

Bebizonyitottuk az alabbi tételt:
Tétel. Legyen f : [a,b] — R folytonosan differencidlhatd figguény. Ekkor grafidnak

hossza:
:/ VI+ @) da. @)

Példa. Tekintsiik az y?> = 2® gorbének azt a darabjat, mely az (1,1) és (4,8) pontok
kozé esik. Mekkora ennek hossza?

Megoldds. A gorbét meghatarozo fiiggvény explicit alakja - az adott szakaszon meg-
hatdrozva - y = f(x) = 2%2. Ennek derivaltja
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A (2) képletet alkalmazva:
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Forgastest felszine és térfogata

Legyen adott egy fla,b] — R* fiiggvény. Képzeljiik el, hogy a fiiggvény grafjat meg-
forgatjuk az = tengely koriil.

Az igy kapott test felszinét és térfogatat szeretnénk meghatarozni.

Allitas. Tegyiik fel, hogy f : [a,b] — IR* differencidlhaté. Ekkor a forgdstest

térfogata:
b
V=m / f(x)dx

—2w/ fla 1+f’2( ) da

A forgastest felszine:

Példa. Legyen f(z) =4 — 22, x € [—1,1]. Hatdrozzuk meg a gérbe megforgatasaval
kapott test felszinét és térfogatat.

Megoldds. A térfogat:
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V:w/l(ﬂ)mx:w/
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(4—m2)dx:7r{4;}5—%3}1_1:(8—2)71

A fliggvény derivaltja
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Ezért a forgdstest (paldstjanak) felszine:
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