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1. A tomegkozéppont kiszamitasa

A tomegkozéppontot két és hdrom dimenziéban (R?-ben és R3-ban) hasonléan kell
szémolni. Ezért mi most csak a két dimenzidés mdodszer ismertetésére szoritkozunk.

Adott egy sfirfiségfiiggvény az R C R?-n tartoményon. Ez legyen p.
o : R—R"

A o(z,y) fiiggvény értéke megadja, hogy az (x,y) pontban mekkora a vizsgélt lemez
(R) stirlisége. Ez alapjan mar meg tudjuk hatdarozni a tomegét egy kettds integrallal:

m—[[ etwyyar

A tomegkozéppont kiszamitasahoz tudnunk kell tovabba a nyomatékokat is.

1. Definicié. Az x szerinti nyomatékot (m,) és azy szerinti nyomatékot (my) a kévet-

kezoképpen szamolhatjuk ki:
R

myz//y-@(:r,y)dR

A tomegkozéppontok koordinatai



Példa. Egy vaslemez tomegkozéppontjanak meghatarozasa

Feladat: Adott egy hdromszog alakd lemez. Cstcsontjainak koordinatéi: (0,1),(2,1),
(0,5). Feltessziik, hogy a lemez siirlisége az y koordinataval linedrisan aranyos.

Hatarozzuk meg a lemez tomegkozéppontjat!

Megoldas: A striuségfiiggvény:
oz, y) =k-y
ahol k > 0 egy konstans. A tomeg képlete:

m://Q(x,y)dR://kydR:k~//ydR

A haromszoget lerajzolva lathatd, hogy azt a legegyszertibben egy x szerinti normal-
tartoméanyként foghatjuk fel.

0<x <2
3 1<y< 22 +5

R={(z,y):0<2<2,1<y< —-2x+5}

Az integralas:

2 —2x+5
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2
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Az integral kiszamitasaval megkaptuk a tomeget.



Még sziikséglink van az m, és az m, nyomatékokra.

2 —2x+5 16
mx://k-xydR:k// zydydr =...= —k
0o J1 3
R
2 —2y+5 76
my://k-y2dR:k// Vidyde = ... = —k
£ o J1 3

Miutan ezeket is megkaptuk, a mar ismertetett képletekkel ki lehet szamolni a tomegkozéppont
x és y koordinatatjat:

2. A felszin

2. Definicié. Legyen adott egy
f:R—R ; RCR?
figgvény. Ennek feliilete:
S=A{(y, fx,y) | (z,y) € R}

Az S feliilet R? része, ennek A(S) teriiletét akarjuk meghatdrozni.

A felszint ugyan a harmadik dimenziéban szamoljuk, de maga az 6tlet a masodik di-
menziobdl szarmazik. Két dimenzioban ahhoz, hogy megkapjuk a gorbe ivhosszat, csak
kozelitentink kellett egyenes szakaszokkal:

N

Ahogy az a fenti dbran is latszik, minél révidebb vonalakkal kozelitettiik, annal ponto-
sabban kaptuk meg az ivhosszt. Feliiletszamitds esetén az elv ugyan ez marad, de itt
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egyenesek helyett kis négyzetekkel kozelitjik a feliiletet. (Mint ahogy 2D-ben a gorbét
a gorbe egyes pontjaiba huzhaté érintéegyenesekkel kozelitettiik, 3D-ben az érintésik
darabkdival kozelithetiink.)

Allitas. A fenti feliilet mértéke igy szamolhato:

AS) = [[ i+ i + e i)

Megjegyzés. Erdemes észrevenni a hasonlésagot a fenti képlet és a Jordan-gorbe ivhosszéara
vonatkozo képlet kézott: ha y = f(z), « € [a,b]), akkor f grafjanak hossza:

= [+ P

Példa. Egységgomb felso felének a felszinét kiszamoljuk.

A fels6 félgombot meghatarozé fiiggvény egyenlete:

flay)=v1-a2—y?, ()€ P ={(z,y) : 2" +y° <1}

A sziikséges derivaltak:

1 -z
(x,y) = —2x - =
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[z, y) = =2y - =

21— a2 —y2 /1 — a2 —y>

A felszin meghatarozasdhoz kiszamoljuk az integrandust:

1 — 22 —y2+ 22492 1
12 12 — =
\/1+f$ ('T?y)—i_fy (x7y)_\/ 1_x2_y2 - /1_$2_y2

Ezutan maga az integral - azaz a félgomb felszine:
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