Az integralszamitas gyakorlati alkalmazasai
- A kettOs integralas -

2013. aprilis 23.

1. A tomegkozéppont kiszamitasa

A tomegkozéppontot két és harom dimenziéban hasonléan kell szamolni. Most csak a
kétdimenzids esetre szoritkozunk. Egy R C IR? alaki, inhomogén ”lemez” témegkdzép-
pontjat fogjuk meghatarozni.

Adott a o : R — IR™ sfirfiségfiiggvény az R C IR*n tartomanyon. Feltessziik, hogy
o integralhaté. A o(x,y) fiiggvény értéke megadja, hogy az (z,y) pontban mekkora
a vizsgalt lemez strlisége. Ez alapjan meg tudjuk hatdrozni a tomegét egy kettos

integrallal.
mz//@(%y)dR
R

A tomegkozéppont koordinatainak meghatarozasahoz elészor a nyomatékokat szamitjuk
ki. Az z szerinti nyomatékot m, és az y szerinti nyomaték m,, melyeket a kovet-

kezoképpen kapjuk meg:
R

my=//y-@($,y)dR

Ezutan a tomegkozéppontok koordinatai
My my

M, = —= M, = —X.
m )

Példa: Egy vaslemez tomegkozéppontjanak meghatarozasa

Feladat: Adott egy hiaromszog alaki lemez. Cstcsontjainak koordinatéi: (0,1), (2,1),
(0,5). Feltessziik, hogy a lemez stiriisége az y koordindtaval linedrisan ardnyos.
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Hatarozzuk meg a lemez tomegkozéppontjat!

Megoldas: Eloszor irjuk fel a strtiségfiiggvényt:

o(x,y) =k-y

ahol k egy konstans. Ezutan a tomeg képlete:

m=[[ etwyan= [[ryar—k- [[yar

A héromszoget lerajzolva lathatd, hogy azt a legegyszeriibben egy x szerinti norméltar-

tomanyként foghatjuk fel.

R={(z,y) : 0<2x <2, 1<y<—-2r+5}

Az integralas:

2 2245
m:k~/ / ydydx =
0o J1

2 27 —2z+5 2/ 2 _
:k./{y_} dx:k./( 2 +5)2 — 1
0 2 1 0 2

Az integral kiszamitasdval megkaptuk a tomeget.
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Az m, és az m, nyomatékok:

2 —2z+5 16
mx://a:-k:ydR:k// rydyder =...= —
o J1 3
R
2 2245 76
my://y~kydR:k// Vdyde = ... = —
g o J1 3

Ezutan a tomegkozéppont x és y koordinatataja:

M= T 2 M, ="y 19
m 7 m 7

2. A felszin meghatarozasa

A felszint ugyan a harom dimenziéban szamoljuk, de maga az otlet két dimenziobdl
szarmazik. Két dimenzioban egy gorbe ivhosszat tgy kaptuk meg, hogy kozelitettiik
egyenes szakaszokkal:

Ahogy lattuk, minél révidebb vonalakkal kozelitettiitk a gorbét, annal pontosabban
kaptuk meg az ivhosszt. Feliiletszamitas esetén az elv ugyan ez marad, de itt egyenesek
helyett kis paralelogrammaékkal kozelitjiik a feliiletet. (Hasonléan ahhoz, ahogy 2D-ben
a gorbét a gorbe egyes pontjaiba hiuzhato érintéegyenesekkel kozelitettiik, 3D-ben az
érintGsik darabkéival kozelithetiink.)

Legyen adott egy
f:R—R ; RCR?

figgvény, mely meghatarozza a mérni kivant felilletet. A feliilet ezutan a kovet-
kezoképpen néz ki:

S={(z,y, f(z,y)) | (z,y) € R}



Allitas A fenti feliilet mértéke igy szamolhaté:

AS) = [[ i+ 12w + e dey)

Erdemes észrevenni a hasonlésagot a fenti és a Jordan-gorbe ivhosszara vonatkozo

képlet kozott. (s(y) = /b \/1+ f%(x)de, hay = f(z), z € [a,D]).

Példa: Egységgomb fels6 részének a feliilete

A gombfelszin pontjai 22 + y% + y? = 1, igy a felsd félgomb egyenlete:

flay) =vV1i-22—y2 (v, €S ={(z,y) : " +y" <1}

A sziikséges derivaltak:

1 —x
filry) = —2r - ,
() 2¢/1 — 22 — 42 V1= a2 — 2
1 -y
fo(z,y) = —2y -

2¢/1 — 22 — 42 B \/1—x2—y2'

A felszin meghatarozasahoz kiszamoljuk az integrandust:

1— a2 —y?+ 22+ 9?2 1
\/1+f£2(x7y)+f;2(fc,y) :\/ T =

— 2=y /1—.%2—@/27

igy

-rdfdr =

o . [_\/1—7102}1 — o

0

=27

/0 V1—1r? dr =
3. Vonalintegral

Adott egy f: R — R™ fiiggvény, ahol R C IR?, tovdbb4 adott egy I' € R Jordan-
gorbe. Ennek paraméteres felirasa:

I={(z(),y(®)) | t € [a,b].}

A feladat az, hogy meghatarozzuk az alabbi feliilet nagysagat:
S=A(z(t),y(t),z) | 0<z< f(x(t),y(t)) ést € la,b]}
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Ez az a feliilet, amit ugy kapunk, hogy a gorbe minden (x, y) pontjara éllitunk f(x, y)magassigi
merodleges szakaszt.

Tekintsiik a gorbe egy felosztdsat!
a:t0<t1...<tn:b,

a gorbén a megfelel6 osztopontok P; = (x;,y;), i = 0,1,2,...n, ahol z; = x(t;), y; =
y(t;). Ekkor a felillet felszine kozelitve:

—

I fny) - @) — @en vl =D fny) - s(PaPy),
i=1 =1

ahol a jobboldal utolsé tagjaban a PT_\llDZ ivdarab hossza szerepel. Ez alapjan a vonal-
integral hataratmenettel megkaphato:

I [ fa) ds= [ fal).p)- a0+ 70 i

Ez a definicié tetszileges (nem csak pozitiv értékii) integralhaté fliggvényre alkalmaz-
hato.

(Folytatas a jegyzetben...)



