Kett6s és harmas-integralok

21. Hatéarozzuk meg két egyméasra meréleges R sugarta henger kézos részé-
nek térfogatat!

22. Szamitsuk ki az %2 + % = 1 hengerfeliilet, a 2 = x +y + 6 sik, és az xy
tengelysik altal hatarolt csonkahenger térfogatanak mérGgszamat!

23. Hatarozzuk meg a z = 2% — y? feliilet, az x = 1 és a z = 0 sfkok &ltal
meghatarozott test térfogatanak mérdszamat!

24. Hatarozzuk meg az R sugart gomb térfogatat! A szamolast polar-
koordinatarendszerben végezziik!

29. Szamitsuk ki a kovetkez§ integralt az els§ siknegyedben 1évG egységsu-
gart negyedkor tartoményra:

1
—dT
//T Vaz+yr+1

30. Kiszamitand6 a z = 22 + y? hiperbolikus paraboloid, az xy tengelysik
és az 12 + y? = 1 hengerpalast altal hatarolt test térfogatanak mérészama.

31. Hatarozzuk meg az

//T(1 — 2% —yA)dT

integral értékét az 2% + y? < 9 kértartomanyon!

2
33. Hatarozzuk meg az xz +y =1 henger, a 3z + 4y + z = 12 sik és az xy

tengelysik altal meghatéarozott test térfogatanak mérdszamat!



35. Szamitsuk ki a z = 1 — 42? — 32 feliilet és az zy tengelysik altal meg-
hatarozott test térfogatdnak mérGszamat.

36. Hatarozzuk meg a z = 22 +y? feliilet, a z = 0 stk és az (v —2)*+9> = 4
korhenger altal hatarolt test térfogatanak mérdszamat

37. Mekkora a z =2 — 2¢/x% + y? kip, a z = 0 sik és az

12 2
(:r—2) Ty =

henger altal hatarolt test térfogatdnak mérszama?

38. Hatarozzuk meg a 2z = y? + 422 elliptikus paraboloid és az x = 1 sik
altal hatarolt test térfogatat!

39. s 1 s
///(2x—4y+6z—|—3)da;dydz—?
o Jo Jo
40.
3 3 3
///(m+y+z)dxdydz:?
1 J1
41.

1 1—2 l—x—y 1
/ / / ( 5)dx dy dz =7
o Jo 0 l+z+y+=z

42. Hatarozzuk meg a

] @=2+100v

harmas integral értékét, ha a V' térfogatrészt az v +y+ 2 =1, x = 0,
y =0, z = 0 feliiletek hataroljak!
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. Szamitsuk kiaz x +2 =2, 2 =0, y =0, y = 2, z = 0 feliiletek altal

hatarolt V' térfogatra a

///V(x2+2y+22)dv

integral értékét!

. Mekkora
/// (€x+y+z)dv
v
értéke, ha V-taz e =1,y =0,y =z, 2 = 0, 2 = x + y egyenletd
feliiletek hatéaroljak?
Szamitando a
/// (2% + y*)dxdydz

v
integral értéke ahol a V az x? + y* = 4 hengernek a z = 0 és z = 8
sikok kozé es6 része!
Mennyi a

/// (2% + y*)dwdydz

1%
integral értéke, ha V' az abran lathato z temgelyt, R alapsugara egye-
nes korkuap 7
Szamitsuk ki az 22 +y* + 22 —4a* = 0 gémb és az (v —a)* +y*—a* =0
henger kozos részének térfogatat (Viviani- féle test)!
Szamitsuk ki a

/ / / zyx*dV

v

integrélt az 2 + y? + 22 = 1 gémb x = 0 nyolcadara!
Hatarozzuk meg a z = 22 — 2 feliilet z > 0, z = 0 része, a z = 0 és az

x = 1 sikok &ltal hatarolt homogén test sulypontjénak helyzetét!



50. Szamitsuk kia z =y>—2, 2 = 0, z = 0 egyenletii feliiletek &ltal hatarolt
homogén test sulypontjanak koordinatait!

Irja fel az alabbi harmas integralokat az sszes lehetséges sorrendben (még
5-féleképpen):

97.

///fxy, ) dzdydz

1 1—221—x
0

99. Szamitsa ki az alabbi harmas integralt:

///\/md(:r,y,z),

%

98.

f(z,y, z)dydzdx

o\
o\

ahol E az y = 2% + 2% paraboloid y = 4 -ig terjedd része.
100. Szamitsa ki a kovetkezs sikok altal kdzrezart térfogatot:

r+2y+z = 2 (1)
r o= 2y (2)

r = 0 (3)

(4)

z =
101. Hatarozzuk meg az 2% + y? = 12 henger, a 3z + 4y + 2z = 12 sik és a
z = 0 sik altal hatarolt henger térfogatat.

102. Hatarozzuk meg a z = 22 + y? paraboloid és az 22 + y?> = 9 henger
z > 0 részben 1év6 kozos részének téfogatat.

103. Hatarozzuk mega z = /22 + y2? kip 4 < 22 + y? < 25 korgyfirii f6lotti
részének térfogatat.

104. Hatarozzuk meg a z = 10 — 322 — 3y? paraboloid és a z = 4 sik kozti
térfogatot.



Megoldasok

16 _.
21. I = ERS (A hengerek tengelyei egy sikban vannak! A kérdéses térfogat

felét kapjuk ha az 22 + 22 = R? fiiggvényt az 22 + y? = R? kortartomanyon
integraljuk.)

22. I =367 (A térfogat mérészamat kapjuk ha a z = x + y + 6 fiiggvényt
2 2
az % + % = 1 ellipszis tartomanyon integraljuk.)

1
23. [ = 3 (A z = 0 sk, az zy tengelysik, ezt a feliiletet az 2> — y? = 0

egyenesparban metszi. Mivel 22 —y? = (v —y)(z +y) = 0, kapjuk az y = +x
egyeneseket. )

24. Polarkoordinatakat vezetiink be: x = r-cos ¢, y = r-sin ¢ ekkor dT' =
r-drdp. Ha a z = \/R2 — 22 —y2 = /R2 — 1?2 fiiggvényt a 0 < 7 < R és
0 < ¢ < 27 hatarok kozott integraljuk a gomb térfogatanak felét kapjuk.

29. I=Z(v2-1)=0,6506

30. A kiszamitando térfogat mérdszamanak negyedrészét kapjuk ha - polar-
koordindtékra attérve - a 0 < r <1 és —§ < @7 hatarok kozott inegralunk.
I=1.

31. I =-31,5m=—-98,96

33. (Integralandé a z = 12— 3z —4y fiiggvény az ‘%2 +y* = 1 tartomanyon!)
Helyettesitsiink x = 2r cos ¢ és y = rsin ¢-t, ekkor

dxdy = 2rdrdy

, a hatarok 0 <r <1¢és0 < ¢ <27 Végeredmény: [ = 24n
1
34. 1= (4- V2) = 0,043

35. I=1=0,7854



T
36. Polarkoordinatakban az integralasi hatarok: 0 < r < 4cosp, 3 <

o< [=2r
2

T 8

37. IT=2-_22-0,6819
2 9
T

38. [=_
2

39. 36

40. 48

99. 1l.megoldas: (z szerinti normaltartomanyként) Az integralasi tartomany
(x,y) sikbeli vetiilete megegyezik azzal a metszettel, ahol z = 0. Tehat

S:{(x,y):—2§x§2, x2§y§4}

igy R norméltartoméany:

R={(z.y.2): (wy) €S, —y-? <2<y a7}

ekkor az integral

///\/mdxy, // / Va2 + 22dz d(x,y)

Ennek kiszadmitasa igen hosszadalmas lenne.

2.megoldas: (y szerinti norméltartomanyként) Az (z, z) sikbeli vetiiletet
jelolje T
T={(z,2): 2°+ 2% <4}

Ezért
R={(z,y,2): (z,9) €T, 2* +2* <y <4}

Tehat az integral:

I—// /mdy d(z, z) // — 2 = 2)Va? + 22 d(z, 2)

2+Z2



100.

Ezt gy szamolhatjuk ki, ha az (z,z) sikban polarkoordinatakra at-

tériink
P 128
T
I://(4—T2)T2d6’d7“:—
15
0 0

ahol a jobboldali 72-et a Jacobi-determinans r-jével valo szorzas miatt
kapunk

Legyen S € R? a fenti sikok altal kozrezart térrész. Legyen R € R?
ennek vetiilete az (x.y) sikon Tekintsiik a kovetkez§ abrékat: S és R:

Az (1) és (4) sikok metszete az (z,y) sikban:

r+2y+2z =
z =0
r+2y = 0

Az (1) sik a z tengelyt a z = 2 pontban metszi. Az x = 2y sik meréleges
az (z,y) sikra, igy R:

Tehat a keresett térfogat:

//(Z—x—2y)d(x,y):/l1/5(2_x_2y)dydx:%
! 0 %



0.8

1. abra. Feliilnézet(S), ahol a fels fiiggvény f(z) = 1—3x, az als6 g(z) = 3=

101. A kovetkezd integralt nézziik:

12—3xz—4y

// / ed(oy) = [ [ (1230 - ay)dio.)

R
korpolar-ba atirva

21 /12
/ / (12 — 3rcosp — 4rsing) rdrdy = 144w
0

102. A kovetkezd integralt nézziik, s atirjuk korpoléarba:

+

1
// / ldzd(z,y) = // rcosgp rsingp)z) rdrdapz%ﬂ
R

103. A kovetkezd integralt nézziik:
A nagyobbik sugaru korvetiiletbsl kivonjuk a kisebbiket, igy kapjuk
meg a korgyirtt, atirva korpolarba:

2 5 2 2
// \/(rcosgo)2 + (rsing)’rdrdp — // \/(7’005@)2 + (rsing)’rdrdp = 787
00 00



104. A kovetkezd integralt nézziik:
Atirjuk korpolarba, és a 4 = 10— 322 — 3y? kor intervalluman tekintjiik:

—6 = —32% — 3y?
azaz
22+t =2
10—3z2—3y? 2r V2

// / ldzdzx,y = // 10— Tcosga (rsing@)z) rdrdp = 18w
R 0 0



