Kiegészités az Analizis II. el6adashoz

2011. aprilis 11.

Felszin szamitas. Altalanos eset.

(Ez a rész a Jegyzet 109. oldalahoz kapcsolodik. A feliiletekrsl kimeritd részletességgel lehet
olvasni Courant-John konyvének II. kotetében a 421. oldaltol kezdve - akit tovabbi részletek
is érdekelnek.)

Legyen S C IR? feliilet, melyet paraméteresen adunk meg:

x(u,v)

S ={s(u,v) : (wv)eD},  s(u,v)= ygg :

ahol D C IR? egy adott sibeli tartomany, tipikusan egy téglalap (esetleg egy korlap). Fel-
tessziik, hogy a fenti x,y,2z : D — IR kétvaltozos fiiggvények folytonosan differencidlhatok.

Allitas. A fenti feliilet felszine:

/ 15421, 0) (o, 0)]| das,0)

D

Megjegyzés. A fenti integralban a két parcialis derivalt vektorialis szorzatdnak hossza szerepel.

Bizonyitds helyett. Roviden jelzem a bizonyitas alapdtletét. Tegyiik fel, hogy D téglalap és
tekintsiik ennek felosztasat kis téglalapokra. Egy kis téglalap oldalai Au és Av. A kis téglalap
képének felszinét kozelitjiik: egyik csicsabol (P) indulo érintdsik megfelelé darabjaval. Ez
egy olyan paralelogramma lesz, melynek oldalai s/ (P) - Au és s, (P) - Av. A két vektor altal
kifeszitett paralelogramma teriiletének mérGszama megegyezik a vektoridis szorzat-vektor
hosszaval. A kozelité Osszeg hatarértéke lesz a fenti kettds integral.

Példa. Az r sugart gomb felszine mekkora?



A gombfeliilet paraméteres megadasa:

7 sinu cosv
s(u,v) = | r sinu sinv |, uel0, 7], vel0, 27].
r Ccosu

Ennek parcialis dervaltjai:

T COSU COSV —r sinw Sinv
s, (u,v) = | r cosu sinv |, si(u,v) = r sinu cosv
—r sinu 0

A két vektor vektrorialis szorzata és annak hossza (ellenérizzék le...)

r2sin?u coswv

sl (u,v) x s (u,v) = | r¥sin®u sinv |, 8., (u,v) x s (u,v)| = r*sinw.
r? cosu sinu

Igy a felszin :

s 2w
A(S) = / / r*sinu dv du = 27r7’2/ sinu du = 4mr?.
o Jo

™
0

Szorgalmi hazi feladat: Tegyiik fel, hogy a feliiletet gy kapjuk meg, hogy az (z,y) sikban
adott sima gorbét az x tengely koriil megforgatunk. Mennyi ennek a forgastestnek a felszine?



