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3.1. Bevezetés

3.1.1. Alaptulajdonsagok

Adott egy f: X — Y leképezés. Ez azt jelenti, hogy minden xeX elemhez hozzarendeliink az Y
halmazbol egy y elemet, és ezt igy jeldljiik:

y = f(z).

Szokésos még az

jelolés is.

3.1. abra. Fiiggvény, egy hozzarendelés.

A fiiggény értelmezési taromanyat Dy jeloli. A fiigugvény értékkészlete mindazon yeY elemek
halmaza, melyek el6allnak képként, azaz

Ry={yeY : FzeX, y=f(x)}

3.1. Definicidé. Az f figgvény injektiv, ha f(x1) # f(xa) barmely x1 # x2€Dy esetén. A figguény
szirjektiv, ha minden yeY - hoz létezik x, melyre y = f(x). A figguény bijektiv, ha injektiv és
sziirjektiv azaz a hozzdrendelés kdlcsondsen eqyértelmid X és'Y kézitt.

3.2. Definicio. Adott két figguény, [ X — Y ésg:Y — Z. Az dsszetett figguény X — Z
tipusi hozzdrendelés lesz, melyre x — g(f(x)). Jele: go f, ahol g a kiilsé-, [ a belsé fiiggvény.
Ertelmezési tartomanya

Dyos ={z: zeX, f(x)eD,}.

Példa. f(z) = 2% g(z) =sin(x). Ekkor fog és go f is értelmezhets:
foglw) =sin*(x),  go f(z)=sin(z?).
Ha a fiiggvény bijektiv, akkor létezik inverz fliggvény
7Yy = X,

melyre

o (f() ==,
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illetve hasonloképpen

FU W) =y, VyeY.

Megjeqyzés. A fiiggvények esetén az f~! jelolés NEM jelent reciprokot! Egészen mést jelent, mint
az 1/f fiiggvény.

A fenti definiciok tetszéleges X és Y esetén értelmezhetGek. A tovabbiakban csak valos fiigg-
vényekkel foglalkozunk, tehat feltessziik, hogy

X CR, Y CR.

Megjegyzés. Valos fliiggvények esetén szemléletesen az inverzfiiggvény grafjat ugy kapjuk, hogy
az r és y tengelyek felcserélédnek. Egy fiiggvény akkor invertalhato, ha barmely x tengellyel
parhuzamos egyenes legfeljebb csak egy pontban metszi a grafot.

3.3. Definicié. Az f figgvény alulrol korldtos, ha Ry alulrol korlatos. Az f figguény felilrdl
korldtos, ha Ry felilrdl korldtos. Végiil az f fiiggvény korldtos, ha Ry korldtos.

Megjegyzés. Masképp fogalmazva, az f fliggvény korlatos, ha 3K, hogy
If(z)] < K, VzeDy.

3.4. Definicié. Az f figgvény pdros, ha Dy szimmetrikus (azaz xeDy esetén —xeDy is teljesiil)
és
f(=z) = f(z),  VaeDy.

Az  fiigguény paratlan, ha Dy szimmetrikus és
f(=z) = —=f(z),  VaeDy.
Példa. Az f(x) = z* fiiggvény paros, az f(x) = x° fiiggvény paratlan.

3.5. Definicié. Az f figgvény monoton névd (mds széval nivekvd), ha minden 1, 2Dy esetén

v <my = f(z1) < f(x2).

f szigoridan monoton névd, ha minden x1,x9eD esetén
T1 < To = f(.l’l) < f(ZL'Q)

3.6. Definicio. Az f fiigguvény monoton fogyd (mds széval csokkend), ha minden x1,x2€Dy esetén

v <my = f(z1) > f(22).

f szigorian monoton fogyd, ha minden x1,x2eDy esetén
T <xy = f(z1) > f(22).
3.7. Definicié. Az f fiigguény periodikus p periddussal, ha tetszdleges x,x 4+ peD; esetén

f(x+p) = f(z).

Megjegyzés. Ha egy fliggvény periddikus p periodussal, akkor p tetszGleges egész szamu t6bbszordse
is periddusa lesz.
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3.1.2. Elemi fiiggvények

Felsoroljuk az elemi fliggvények néhény tipusat, melyekkel majd részletesebben fogunk foglalkozni.

1. Raciondlis fiigguények. Ezek olyan fiiggvények, melyeket az y = x-bol elemi algebrai mitvele-
tekkel kaphatunk meg.

1. Polinomok. Altalanos alakjuk a kovetkezs:
p(z) = apa™ + ... + a2® + arx + ao.

Példaul n = 1 esetén I(z) = az + b linearis fiiggvény, n = 2 esetén g(z) = ax? + bxr + ¢
kvadratikus fiiggvény. Ezekre a polinomokra Dy = IR.

2. Raciondlis tort fiigguények. Ezek a fliggvények két polinom hanyadosaként allnak elé:

ap + a1+ ...+ a,x"
= f(z) = , n,melN.
Y= @) = e T T b ‘

Ha a nevezd zérushelyeit H jeloli, akkor Dy = IR\ H. Példaul
1
y= Dy =R\ {0}.

Algebrai figgvények. Ezek a raciondlis tort fiiggvények inverzei. Példaul az f(x) = 2" fiiggvény
IR*-re vett lesziikitését tekintjiik. Ennek inverze:

) = Vo =an.
Az inverzfiiggvény értelmezési tartomanya Dy: RT = {z : © > 0}. (Megjegyzés. ha n pératlan,
akkor a fenti fiiggvény kiterjeszthetd a negativ x-ekre is.)

Trigonometrikus fiigguények.

Geometriai értelmezése a sin(z), cos(z) fiiggvényeknek 0 < = < 27 esetén (kozépiskolabol ezt
ismertnek tételezziik fel), tg =, xe(—m/2,7/2) illetve ctg (z) ze(0, ) esetén.

Tetsz6leges zelR esetén a fent definialt fiiggvényt terjesztjiik ki 27 szerint periodikusan.
Megjegyzés. Ne felejtsiik el, hogy a szogeket radianban mérjiik, nem fokban.

Ezxponencidlis és logaritmus fiigguények. Ha a > 0, akkor y = a”, egyenlére xe() esetén van csak
értelmezve.

3.2. Folytonossag

3.2.1. A folytonossag értelmezése

Heurisztikusan, egy fiiggvény zy pontbeli folytonossaga azt jelenti, hogy ha zy-ban picit valtozta-
tunk, akkor a fiiggvényérték is picit valtozik, nincs ugras ebben a pontban.

Emlékeztetiink arra, hogy egy xo pont kornyezetei (xg — €, xg + ) alaka intervallumok.
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ctg(a) -

0.5 COS ()

sin(a) tg (o)

3.2. abra. A trigonometrikus fiiggvények geometriai értelmezése.

3.8. Definicié. Adott egy f: X — Y fiiggvény és egy xoeDy pont. Azt mondjuk, hogy f az xo-ban
folytonos, ha Ye > 0 hoz létezik olyan 6 > 0, melyre teljesiil, hogy

VzeDy, |z — x| <6

esetén

|f(x) = f(zo)| <e.

Szemléletesen gy képzelhetjiik el a folytonossagot egy xy pontban. Legyen az zp-hoz tartozo
fiiggvényeérték f(zo) = yo. Az yo koriil tekintiink egy (yo — €, yo + €) kozti vizszintes savot. Ekkor
létezik az xq korill egy (xo—0, xo+9) (fiiggsleges) sav, melyre a fiiggvény grafikonja az (yo—e; yo+¢)
és (ro — ;29 + J) savok metszetébe esik.

Definicid dtfogalmazdsa: Az f fiiggvény folytonos az zoeDy pontban, ha f(zo) tetszéleges U kornye-
zetéhez létezik az xo-nak olyan V' kornyezete, melyre minden zeV, xeD; esetén f(z)eU.

Példa. Tekintsiink egy linearis fiiggvényt, legyen f(z) = bx + 3 és zelR tetszdleges pont. Ekkor
|[f (@) = f(zo)| = [(5x + 3) = (50 + 3)| = [5(x — z0)].
Adott € > 0. Kerdeés: |f(x) — f(z0)| < & mikor teljesiil?
=<
5
valasztassal, ha |z — xo| < €/5, akkor

|f(2) — flao)| < 5§ —e.

Példa. Az f(x) = sin(z) fiiggvény folytonos minden pontban. HF

3.9. Definicié. Ha f nem folytonos az xoeDs pontban, akkor ott szakaddsa van.
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f (Xg) +¢€
f(x T~ /
(Xo) N /
f (Xp) -€ N
X‘O \/
Xg-90 | Xg+d

3.3. abra. A folytonossag geometriai értelmezése.

Megjegyzés. Szokas akkor is szakadasi helyrdl beszélni, ha mo‘%Df, de van zg-nak olyan U =
(xg — €, x0 + €) alaku kornyezete, melyre U \ {zo} C Dy.

Példa. Legyen

1 ha >0
f(z)=sgn(z)=<¢ —1 ha <0 .
0 ha z=0

Ekkor Dy = IR, belatjuk, hogy f-nek a 0-ban szakadasa van. f(0) =0, és legyen ¢ = 1/2. Nyilvan
nem tudunk megadni a 0 koriil olyan (—6,0) intervallumot, melyben a fiiggvényértékek abszolit
értéke kisebb lesz mint 1/2.

3.10. Definicid. Az f fiigguény értelmezési tartomdnydnak egy xo pontjiban sorozatfolytonos, ha
minden (x,) C Dy sorozatra, melyre
lim x,, = zg

teljestil, hogy
lim f(x,) = f(xo).

n—oo

3.1. Tétel. Az f fiigguény az xo-ban folytonos <= xy-ban sorozatfolytonos.
Bizonyitas.

1. Tegyiik fel, hogy f az zo-ban folytonos. Belatjuk, hogy sorozatfolytonos. Legyen (z,,) C Dy
olyan sorozat, melyre z,, — zo. Igazolni kell, hogy f(x,) — f(zo). Legyen € > 0 tetszSleges.
A folytonossag miatt ehhez az e-hoz létezik olyan o > 0, melyre

|z — 20| <6 = |f(x) — fxo)]| <e.

A sorozat konvergencidja miatt ehhez a d-hoz létezik N kiiszobindex, ha n > N, akkor
|z, — 20| < 0. gy ezekre az indexekre |f(x,) — f(x0)| < ¢ teljesiil.
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2. Tegyiik fel, hogy f az xo-ban sorozatfolytonos. Indirekt modon tegyiik fel, hogy f nem
folytonos x¢-ban, azaz létezik olyan € > 0, melyre ("V0 rossz"), minden d > 0-hoz létezik
xeDy: |x — x| < 0 és meégis |f(x) — f(xg)] > . Ekkor a a § = 1/n-hez is van olyan z,,
melyre |z, — xo| < 0 és |f(z,) — f(x0)| > €. Tekintsiik ezt az (z,) sorozatot. Ez a kovetkezd
tulajdonsagu: (x,) C Dy, nh_)rgo xn, = xo és mivel |f(z,) — f(zo)| > € Vn-re, ezért f(z,) nem

tart f(xg)-hoz, ez ellentmondas. Igy az indirekt feltevésiink nem helyes, tehat f az x¢-ban
folytonos.

Példa. Legyen f(z) = 223 — 3, xy = 2. Folytonos-e xy-ban a fiiggvény?

Legyen (x,) egy sorozat, lim z,, = 2. Ekkor
| (2n) = F(2)] = 227, = 3 — 225 + 3| = 2| — @3] = 2w — @o| - |27 + 20 - 2 + 2] <

< 2-19|z, — x|,

ahol felhasznaltuk, hogy x,€(1, 3) feltehets és xo = 2. Azt kaptuk tehat, hogy
|f(zn) = f(2)] < 2-19|zy — 2ol.

Legyen adott € > 0 tetsz6leges. Mivel x,, — xg, ezért van olyan N kiiszobindex, hogy n > N
esetén

|z, — x| < €/38,

és ekkor |f(z,) — f(2)] <e.
Példa. Legyen

1, ha x  racionalis

fx) =

—1, ha x  irraciondlis

Ez a fiiggvény NEM folytonos. Valoban, ha xqelR, z( racionélis, akkor legyen

V2
Ty, = To+ —.
n
Erre a sorozatra

lim z,, = xo, f(z,) = -1

n—oo

Masrészt f(xg) = 1, igy nem teljesiil a sorozatfolytonossag. Ha xg irraciondlis, akkor a sorozat
n-dik tagja legyen z( végtelen tizedestort felirasdban az elsé n tagot tartalmazo szam. Ekkor

lim z, =20, lim f(z,) =1 # f(zg) = —1,

n—oo

a fiiggvény itt sem folytonos.

Megjegyzés. Kozvetleniil is igazolhato, hogy nem folytonos, példaul € = 1-re sem talalunk 6 > 0O-t.
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3.2.2. Hatarérték

3.11. Definicié. Adott f : X — Y figguény és xoeR. Tegyiik fel, hogy létezik olyan U = (xo —
g, 70 + €) kdrnyezet, melyre minden xeU, © # xq esetén xeD; (esetleg az ok Dy is eldfordulhat).

Azt mondjuk, hogy az [ figguvény hatdrértéke xo-ban o, ha minden € > 0-hoz létezik & > 0, melyre
ha

0 < |z — x| <9,

akkor

|f(x) —al <e.
Ezt igy jeloljik:

lim f(z) = a.

T—x0

T,z

3.12. Definicié. (Altaldnos definicié) Azt mondjuk, hogy f hatdrértéke az xoeR-ben aelR, ha az
a szdm tetszdleges U kornyezetéhez létezik xo-nak olyan V' kérnyezete, melyre minden xeV |, x # x
esetén f(x)elU.

3.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy f jobboldali hatdrértéke xy-ban aelR, ha minden ¢ > 0-hoz
létezik 6 > 0, melyre ha

xeDy, To<xr<x9g+0

teljesiil, akkor |f(x) — | < e. Ezt igy jeloljik:

lim f(z) =a.

T—x0+

Azt mondjuk, hogy f baloldali hatdrértéke xo-ban aelR, ha minden ¢ > 0-hoz létezik § > 0, melyre
ha

xeDy, To—0<x<x

teljesiil, akkor |f(x) — a| < e. Ezt igy jeloljik:

lim f(x)= .

T—To—

A jobb- és baloldali hatarértékre hasznalatos még az alabbi jelolés:

lim f(z) = f(zo+0),  lim f(x) = f(zo - 0).

T—x0+ T—x0—

3.1. Allitas. lim f(z) =a <= lim f(z)=a és lim f(z)=a

T—xQ T—x0+ r—xTro—

A fenti altalanos definicio alapjan a hatartérték-fogalmat kiterjesztjiik arra az esetre, amikor xy =
+o0 és/vagy a = +00 lesz.
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3.14. Definici6. A hatdrérték-fogalom kiterjesztése ("vog = +o0")

lim f(z) = «,

r—00

ha minden € > 0-hoz létezik KelR, hogy minden xeDys, v > K esetén |f(x) — a| < € teljesiil.

Hasonloan,
lim f(z)=q,

Tr——00

ha minden € > 0-hoz létezik KelR, melyre minden xeDy: x < K esetén |f(x) — a| < € teljesiil.

3.15. Definici6. (o = +o0)
lim f(z) = 400,

T—x0
ha minden KelR-hez létezik § > 0, melyre minden |x — xo| < 0, x # xo eseén f(x) > K teljesiil.

Hasonloan,
lim f(z) = —oo,

T—T0
ha minden KelR-hez létezik olyan § > 0, melyre minden |x — xo| < 0, © # x¢ esetén f(x) < K
teljestil.

3.16. Definicié. (o = +o0 és o = +00)

lim f(z) = o0,

r—00

ha minden KelR-hez létezik LeR, hogy minden x > L, veDy esetén f(x) > K. Hasonldan,

lim f(z) = —oo0,

T—00

ha minden KelR-hez létezik olyan LeR, hogy minden x < L, veDy esetén f(x) < K.

Megjegyzés. Hasonldan értelmezhets, hogy a jobb- illetve baloldali hatarérték a véges xoelR-ben

+o0 illetve —oo:
lim f(z) =00, lim f(z)= occ.

T—x0+ T—T0—

3.2.3. Atviteli elv

3.2. Allitas. 1. lim f(z) = a pontosan akkor teljesiil, ha minden (x,,) sorozatra, melyre

T—T0
(xn) C Dy, lim z, = x, Ty # X
teljestil, hogy
lim f(z,) = .

2. lim+f(x) = « akkor és csak akkor ha minden (x,) C Dy sorozatra, melyre x,, > xo €s
r—xQ

lim z,, = 2o
teljestil, hogy
lim f(z,) = a.

n—oo
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3. lim f(z) =« akkor és csak akkor, ha minden olyan (z,) C Dy sorozatra, melyre x, < xg

T—To—

lim x, = zg

n—o0

teljesiil, hogy

Jim J(an) =
Példa. Legyen
f@=""L b =m\(
=1 r= ’
Meghatarozzuk a
liny ()

hatarértéket az atviteli elv alkalmazéasaval. Legyen (z,,) olyan sorozat, melyre z, # 1, és lim,, ., , =
xg. Ekkor f(z,) =z, + 1, igy a hatarérték:
lim f(z,) = lim (z,+1) =2.

n—oo n—oo

Megjegyzés. Az atviteli elvek atfogalmazhatok arra az esetre is, amikor ¢y = 00 és/vagy o = +o0.

3.2.4. A hatarérték tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy lim f(z) = «, lim g(z) = 5.
T—T0

Tr—XT0

3.3. Allitas. 1. lim cf(z) = ca, ceR

T—T0

2. lim (f(z) +g(z)) = a+ .

T—T0

. lim (f()g(@) = af
A fenti tulajdonsagok az atviteli elv alkalmazésaval azonnal kovetkeznek a sorozatokra igazolt
tulajdonsigokbol.

Definialtuk a
lim f(z) =«

r—xQ
hatarértéket abban az esetben is, amikor xy és/vagy a véges illetve végtelen. Ezekre adunk most
példakat.

1. eset. xoelR, aclR

2. eset. xoelR, a = 0.
Legyen f(z) =1/|z|, Dy = IR\ {0} . Belatjuk, hogy

lim f(z) = +o0.

z—0

Ehhez igazolni kell, hogy minden KelR-hez létezik 6, melyre |x — xo| < § esetén teljesiil, hogy

f(z) > K. Legyen K tetszéleges. Ekkor |z| < + esetén ﬁ > K , azaz f(z) > K. Tehat § = % jo

valasztés.
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3. eset. xg = +00, aelR.

Legyen .
fla) ==,
Dy =1\ {—1}. Belatjuk hogy
lim f(z) =1
Z—00
Legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor a
x
r+1 1‘ =€
feltétel azt jelenti, hogy
x B 1
[E—I—l_l‘_ x+1‘ =€
Igy tetszoleges € > 0 valasztas esetén, ha
T > 1 —-1=K,
€
akkor
|f(x)—1| <e.

4. eset. xg = +00, o = +00.
Legyen f(x) = z?, D; = R. Belatjuk, hogy

lim 22 = oo.

T—00

Valoban, legyen KelR tetsz6leges. Ekkor #2 > K azzal ekvivalens, hogy = > vK = L.

3.4. Allitas. (Kompozicid hatdrértéke). Legyenek f,g olyan figgvények, melyekre

lim g(z) = a, lim f(x) = 0,

T—T0

ahol a, 3, xg végesek. Ekkor
lim f(g(z)) = 5.

T—xo

Bizonyitas. Atviteli elv segitségével. Legyen (z,,) sorozat, melyre

lim z, = zg.

n—oo

Mivel
lim g(z) = «,

T—xo
ezeért
lim g(z,) = a.

n—oo

Hasonl6an, mivel

lim f(z) = f,

r—x

ezért

lim f(g(zn)) = B,

n—oo

ezzel az Allitast belattuk.

11
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3.5. Allitas. (Monoton fiigguények hatdrértékérdl.) Legyen f : X — Y adott figguény és tegyiik fel
hogy xo egy kirnyezetében f monoton nd (kivéve esetleg az xo-t), azaz létezik olyan U = (xo—e; o+
g) kirnyezete xo-nak, melyre minden xy,x2eU \ {z0}, ©1, 226Dy és x1 < x9 esetén f(x1) < f(z2).
Ekkor léteznek a

lim f(x), lim f(x)

r—x0+ r—Tro—

jobb- és baloldali hatarértékek, éspedig

lim_ f(z) = sup(f(z) : @0 —& <@ <),

T—To—

lim f(z) =inf(f(x): zo <z < 39+ ).

=0+

Bizonyitas. Trivialis.
Megjegyzés. Specidlis esetként a fenti allitasbol kovetkezik, hogy ha f monoton ng valamely (zo —
g, o) intervallumban, akkor

lim f(x)
T—x0—
létezik.
Példa. Legyen
1
r) = 1o
fe) 1422

ahol Dy = IR \ {0}. A jobboldali hatarértéek

zlir&f(m) - xli}’(r)lJr 14927

kiszamitasara a kompoziciora vonatkozo tulajdonsagokat hasznaljuk. Mivel

ezért

Baloldali hatarérték:

mivel

Tehéat

x—0

f(w) = sin G) |

nem létezik.

Példa. Legyen
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0.8

0.6~

0.2
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-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

3.4. abra. Az f(z) = 1/(1 + 2Y/7) fiiggvény grafikonja.

. ( 1 >
limsin | —
x—0 x

nem létezik. Tekintsiik ugyanis az alabbi két sorozatot

D¢elR \ {0}. Belatjuk, hogy

1 s

— " 419
. 2+ nm,
1 3
—=—7T+2n7r.
Yn 2

Ekkor x, — 0, y, — 0, és

faa) =1, = lim f(z.) =1,

flyn) ==1, = lim f(y,) = -1

1
S6t, minden ae[—1, 1]-hez létezik (z,(«)) sorozat, hogy z, — 0 és sin(—) — a
Zn

A hatdrérték monotonitdsa.

3.6. Allitas. Legyenek f Dy — 1R és g: Dy — IR adott fiigguények. Tegyiik fel, hogy az x¢ pont
eqy U kdrnyezetében igaz, hogy

flz) < glz)  VaeU\ {xo}.

Ekkor
lim f(z) < lim g(x).

T—x0 T—x0
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Megjegyzés. Ha az allitdsban a feltétel igy szerepel:
flx) < g(z)  VaeU\{xo},

a konklazié hatarértékben valtozatlan:

lim f(z) < lim g(z)

T—To T—T0

3.7. Allitas. (Renddr-elv) Adottak az f : Dy — R, g : D, — R, h : D, — R fiiggvények.
Feltessziik, hogy az xo eqy U kérnyezetében teljestil, hogy

f2) < g() < h@), el x #0,

és tudjuk, hogy
lim f(z) = lim A(z) = «

T—x0 T—xo

Ekkor létezik a
lim g(z) = a.

T—T0

hatarérték is.

Példa. Legyen

Dy =R\ {0}, hatarozzuk meg az

lim z sin —
x—0 €T
hatarértéket. Alkalmazzuk a fenti rendér-elvet az alabbi szereposztasban:
—1 < sint <1 = —z < zsint < z

T T

g(x) =~z
h(z):=x
Igy
N <1 _
e =0 sy S s e =0
ezért 1
lim x sin — = 0.
z—0 xT
Példa. Legyen
_ sin(z)
f(l') - T )
Dy =1R\ {0}. Belatjuk, hogy
. sin(x)
lim =1
z—0 xT

Mivel f(x) paros fiiggvény, f(z) = f(—z), elegend§ csak jobboldali hatarértéket vizsgalni. Tegyiik
fel hogy = > 0, elegend6 a x < 7 intervallumot tekinteni. Itt felhasznéljuk az alabbi trivialis
becsléseket (Id. pl az 3.2. abrat.)

sin(z) < =« O<£L‘<g

tg () > .
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3.5. abra. Az f(x) = sin(1/x) fiiggvény a 0 kiozelében.

Emiatt egyrészt

sin(z) T
< 1, o<z < —,
T 2
masrészt ) .
sin(z) sin(z) > cos(z).
cos(x) x
Hatarértéket véve _
sin(z) > lim cos(x) = 1.
r—0+ €x r—0+

Kovetkezmeény.
. 5sin(5x)
. sin(5z) ’ 50 O
z—0 sin(3z) =0 3sin(33:) 3
3T

3.8. Allitas. Az f fiiggvény pontosan akkor folytonos zoeDy-ben ha létezik a im,_.,, f(x)hatdrérték,
és

lim f(x) = f(zo).

Tr—XT0

3.17. Definicié. Ha f az értelmezési tartomdny eqy xo pontjaban nem folytonos, akkor itt szaka-
ddsi helye van.

A szakadasi helyek fajtai:

1. Els6faju szakadés van zg-ban, ha létezik a

lim f(z) = f(xo+0) < oo, lim f(z) = f(xg—0) < o0

T—x0+ T—x0—

jobb- és baloldali hatarértékek.
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Speciélis esetben xy megsziintethetd szakadas, ha léteznek a jobb- és baloldali hatarértékek,
ezek megegyeznek, de

lim f(x) # f(zo).

T—T0

2. Masodfaju a szakadas, ha nem els6faju.

3.2.5. Folytonos fiiggvények tulajdonsagai

3.9. Allitas. Tegyiik fel, hogy f folytonos az xoe int(Dy)-ben és f(xo) > 0. Ekkor létezik U
kérnyezete xo-nak, melyre

f(z) >0, VzeU N Dy.

Bizonyitas. Legyen 0 < & < f(xp). A folytonossag miatt létezik 0 > 0, melyre ha |z — 2| < 0
akkor |f(z) — f(zo)| < €. Ezen z pontokra tehét

0< f(zo) —e < fx) < f(zo) +&.

3.18. Definicid. Legyen f: Dy — IR adott figgvény. Azt mondjuk, hogy f folytonos a Ds-en, ha
minden xoeD ¢-re folytonos xo-ban. (Ekkor a folytonossdg definicidjiban szerepld 6-ra § = 6(e, xg).)
Ha Dy = (a,b) nyilt intervallum: f folytonos (a,b)-n, ha minden zoeDy-re folytonos xy-ban.

Ha Dy = [a,b] zdrt intervallum: f folytonos, ha folytonos az (a,b) intervallumon, és a végpontok-
ban:

lim f(x) = f(a),  lim f(x)= f(b).

r—a+ r——b

3.2. Tétel. (Bolzano-tétel ) Legyen f : [a,b] — IR folytonos figguény. Tegyiik fel, hogy f(a) < f(b)
és legyen ce(f(a), f(b)]. Ekkor létezik olyan Ee(a,b), melyre f(&) = c.

Bizonyitas. Meghatarozzuk azt a £ pontot, amir6l a Bolzano tétel szol.

o Legyen & = %2, Ha f(&;) = ¢, akkor készen vagyunk. Ha f(&) > ¢, akkor legyen
as = ay, by = c;.

Ha f(&1) < ¢, akkor legyen
as ‘= Cq, b2 = bl-

. Ekkor az [ag, bs] intervallum a kovetkezd tulajdonsdgu: f(az) < ¢ és f(be) > ¢ és [ag, by] C
[a, b] éppen a fele.

o Megkonstrualjuk az [ag, bs] intervallumot, agy hogy f(az) < ¢ és f(b3) > c teljesiiljon, mint
az el6bb. Stb.

Ekkor két eset lehetséges:

(i) vagy véges sok lépésben vége van az iteracionak, ekkor megkapjuk a kivant £ pontot.
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(ii) vagy "nincs vége", ekkor a sorozatokra teljesiil, hogy

Belatjuk, hogy f(£) = c. Vegyiik észre, hogy

lim a, = ¢ & lim b, = €.

n—oo

Valoban, [a1,b1] D [ag, bo] . . ., és az intervallumok hossza tart a nullihoz. Ekkor a Cantor-féle
kozospont-tétel szerint egyértelmiien létezik a & kozos pont, £e(a, b). Mivel f folytonos {-ben
ezért minden (z,,) sorozatra, melyre

lim (z,) =¢ = lim f(z,) = f(£),

ezért
T fla) = f€), T f(b) = £(6)
Emiatt (&) <cés f(§) > ¢, ezért f(§) =c¢

3.1. Kovetkezmény. Ha [ folytonos és f(a) <0, f(b) >0, akkor f-nek van gyoke [a,b]-n, azaz
van olyan &, hogy f(§) = 0.

3.2. Kovetkezmény. Ha f(x) pdratlan foki polinom, akkor biztos, hogy van valds gyike.

Megjegyzés. Fontos specialis eset, amikor a fiiggvény értelmezési tartomanya Dy = [a, b] korlatos
és zart (= kompakt) halmaz.

3.2.6. Korlatos, zart halmazon folytonos fiiggvények

3.3. Tétel. (Weierstrass I. tétele) Legyen f : [a,b] — IR folytonos figguény. Ekkor f korldtos.

Bizonyitas. Indirekt modon tegyiik fel példaul, hogy feliilr6l nem korlatos a fiiggvény. Ez azt
jelenti, hogy minden n-hez létezik x,e€la,b], melyre f(z,) > n. Tekintsiik ezt az (z,) sorozatot.
Mivel a < z,, < b ezért a sorozat korlatos, tehat létezik (x,, ) konvergens részsorozata (Bolzano-
Weierstrass tétel). Erre a sorozatra

lim z,, =¢.

nj—00

Mivel az [a, b] zart intervallum, ezért efa, b], akkor itt f folytonos, tehat sorozatfolytonos is, ezért

lim f(xnk) = f(£)7

nj— 00

de a konstrukcio szerint f(x,,) > ny, ami ellentmondas.

3.4. Tétel. (Weierstrass II. tétele) Legyen f : |a,b] — R folytonos figgvény. Ekkor f felveszi
minimumdt és mazimumdt [a, b]-n.
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Bizonyitas. Belatjuk példaul a maximum létezését. Legyen

H = {f(x) : a:e[a,b]},

az el6z6 tétel szerint ez a halmaz korlatos. Ekkor 5 = sup(H) < co. Ez azt jelenti, hogy minden
n-re létezik x,e€[a, b], melyre

f— < () <5

Erre a sorozatra (x,) C [a,b], ezért korlatos, igy létezik konvergens (z,,) részsorozata. Erre a
részsorozatra

lim (z,,) = &ela, b].

ng—00
A sorozatfolytonossag miatt egyrészt

lim f(‘Tﬂk) = f(g)a

nj— 00

masreészt,

1
B < flan) < B
Ezért = f(§)eH, tehat valoban [ = max(H ).

3.2.7. Nevezetes hatarértékek

Példa. Belatjuk, hogy

. 1
lim z= = 1.
T— 00

Igazolni kell, hogy minden € > 0-hoz létezik k, hogy ha x > k, akkor
l—e<ar<l+e.

x > 1 esetén nyilvan
1
1 <z=.
Legyen n = [z], ahol [z] az x valos szam egész része, azaz az x-nél nem nagyobb egészek kozt a

legnagyobb. Ekkor
n<zr<n+4l1,

ezért
xv < (n+ 1)% < Vn+1.

Mivel
lim vn+1=1,

n—oo

ezért létezik N, melyre ha n > N, akkor

vn+l<l1+te.

Igy ha [z] > N, akkor
zr <1+e.
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Példa. Tekintsiik az

o) = B

fliggvényt, ¢ > 1 mellett. Ennek hatarértéke

log,

1
lim = lim —log,z = lim logc(a:%) =log.1=0.
T—00 X Tr—00 U T—00

Megjegyzés. 0 < ¢ < 1 esetén trivialisan teljesiil, hogy

log,

lim =0
T—00 X

Példa. Az e szam definiciojat hasznalva igazolhaté az alabbi hatarérték is:

lim(1+4x)* =e.

x—0

Példa. Belathatjuk, hogy

lim zsin — =1,
Tr—00 €T
felhasznalva, hogy

sin
=1.

lim
z—0 X
Maésrészt

. 1
lim z sin — = 0,
x—0 €x

ugyanis legyen € > 0 tetszéleges. Ekkor

1
xsm—‘ < |z|
T

miatt 6 = ¢ valasztas jo.

Példa. Legyen f(z) = a,a? + a, 127" + ... + ag, p-ed foki polinom, a, > 0. Ekkor nyilvan

lim f(z) =400

Vp-re, és
Jm 1) =
Példa. Legyen
flz) = apx? + ...+ aop

bt by
két polinom hanyadosa. Tegyiik fel, hogy a, > 0, b, > 0. Ekkor
(apr? 4 4 ag T+ agirr + -

- =400, hap>
by + g1t .. b=

Jim_ f(z) 7 ha p = q

L 0, hap<gq
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Példa. Legyen f(x) =z, li%1+f(q:) =7 u = 1/x helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

1\* 1
lim 2% = lim (—) = lim — =1

r—0+ u—oo \ U

} 1\"
e = lim (1—1——)
n—oo n

sorozat-hatarértékként. Belatjuk, hogy a hatarértéket tekinthetjiik a valos szamokon keresztiil is,

Példa. Lattuk, hogy

azaz N
e = lim (1 + —) .
T—00 €x
Valoban,
I1+—-) <{1+—=| < |1+ —= =|1+—= 1+ — =e.
x [z] [z] (] (]
Hasonl6an,

) 1\* ) 1\ ) 1 1
lim (1+—-) =lm (1—-— =lim ———=—=c¢
T——00 x uU—00 U U—00 (1 — _)u e !
Megjegyzés. Ugyanigy igazolhatd, hogy

lim <1 n 9) s
T—00 €T

tetszéleges aclR esetén.

Példa. Legyen

" —xg
r)=——+,
fla) = 2=
ahol z( rogzitett szam, nelN, Dy = IR\{zo}. Ekkor
R A . r—xo)(x" a2y + . 4 at
lim =—% = lim ( o) 0 0 ) = nxg’_l,
T—x0 T — T T—T0 Tr — X

felhasznalva, hogy lim g(x) = g(xo), mert g folytonos.
T—xT0

3.2.8. Egyenletes folytonossag

Emlékeztetiink arra, hogy xoeDy esetén f folytonossaga xo-ban egy lokalis tulajdonsag, azaz min-
den £ > 0-hoz létezik § = d(g, xo) az ismert tulajdonsaggal.

Létezik-e olyan fliggvény, mely "kozos" d-val rendelkezik, § = 6(g)?

Példa. Legyen f(x) = 2%+ 1, értelmezési tartoméanyként tekintsiik a D; = [1,2] halmazt. Ha e > 0
tetszbleges, akkor

‘f(x) ~ (o) "

(x —zo)(x + x0)| < |z — 20

x2+1—x3—1':

Ezért § = £/4 valasztas minden xo-ra jo, hiszen

r+axo| <4 Va,xee[l, 2]




3.2. FOLYTONOSSAG 21

3.19. Definicié. Az f : Dy — R fiiggvény egyenletesen folytonos Dg-en, ha minden ¢ > 0-hoz
létezik 6 = d(e), melyre minden x1, x9eDy esetén, ha

T1 — T <0

akkor
<¢€

‘f(:vl) ~ f(a)

3.3. Kovetkezmény. Ha [ egyenletes folytonos Ds-en, akkor minden xoeDg-re xo-ban folytonos.

Példa. Legyen f(x) = a® +1, Dy = [0,+00). Belatjuk, hogy f nem egyenletesen folytonos.
Megmutatjuk, hogy van olyan €, melyre minden § rossz. Valéban, legyen ¢ = 2. Ekkor tetszéleges

0 > 0-hoz létezik n, melyre — < §. Legyen ekkor
n

Ty =n, asgzn—l—g,

1\ 2

2 —

n—i—l—(n—l——) —1‘—
n

Példa. f(x)=1/z, xe(0,1). Belatjuk, hogy f nem egyenletesen folytonos. Legyen § > 0 tetszéle-

igy |r1 — xa| < 0. Mégis

9 9 1 1
n n

'f(wl) ~ f(z2)

ges, ekkor létezik olyan n, melyre
1 1

- — )
n n+1
Vélasszuk a kovetkezd két alappontot:
1 1
T =— Xg9=
T P T a1
Ekkor
|z — 29| < 0,
és mégis

|f(z1) = f(z2)| = n— (n+1)[=1.
Tehat tetszéleges 0-hoz megadhato két olyan pont, mely kozelebb van, mint J, viszont a filigg-
vényértékek eltérése nagyobb, mint példaul 1/2.

Példa. Legyen
f(z) = sin(x), zelR.

Belatjuk, hogy egyenletesen folytonos az egész IR-en. Ehhez felhasznaljuk, hogy

sin(x) — sin(zg) = 2sin T7T0 s T o
2 2
Ezért
| sin(z) — sin(zg)| < 2| sin — || cos ’ —;xo| < 2|$ — %ol = |z — x|

Felhasznéltuk, hogy |sin(a)| < a, cos(f) < 1. Ebben az esetben a § = e valasztas jo xo-t6l
fiiggetleniil, tehat a fiiggvény egyenletesen folytonos.
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3.5. Tétel. Ha az [ : [a;b] — R folytonos, akkor egyenletesen is folytonos. (Az intervallum zdrt,
és korldtos.)

Bizonyitas. Indirekt modon. Tegyiik fel, hogy létezik olyan € > 0 melyre minden § > 0 rossz,
példaul 6 = & rossz. Ez azt jelenti, hogy léteznek z,,, y,€la, b] szdmok, melyekre

1
|Tn — yn| < —
n

és mégis
| f(CL’n) - f(yn> | > €. (31)
Tekintsiik az (z,) és (yn) sorozatokat. Ezek korlatosak, tehat léteznek konvergens részsorozataik:

(), (Yn,, ). Ezek hatéarértéke:

lim z,, = xo, lim y,, = vyo.

N —00 N —00

Mivel |z, —yn | < % ezért x¢o = yo. Ebben a pontban is folytonos a fiiggvény, tehat sorozatfolytonos
is. Ezért

lim f(zy,) = f(zo) = lm f(yn,) = f(¥0)-

N — 00 N — 00

Ez ellentmondas a (3.1) egyenl6tlenségel.
1

Megjegyzés. f(x) = — megszoritasa a [d, 1], (0 < 0 < 1) halmazra egyenletesen folytonos.
x

Megjegyzés. f(x) = x* megszoritasa a [0, K| intervallumra (K > 0) egyenletesen folytonos.

3.6. Tétel. Legyen [ : [a;00) — R folytonos. Tegyiik fel, hogy lim f(x) = A véges. Ekkor f

egyenletesen folytonos.

Példa. f(z) =2°+ 42>+ 3, Dy = (0,1]. Egyenletesen folytonos-e? Igen, hiszen a [0, 1] interval-
lumon egyenletesen folytonos, ezért annak tetszéleges részhalmazan is egyenletesen folytonos.

3.3. Differenciadlszamitas

3.3.1. Differencidlhdnyados

Ertelmezni fogjuk egy fiiggvény grafikonjanak P = (xo; f(z¢)) ponthoz tartozd érintéjét. Ezt
szelovel kozelitjiik, meredekséget (= iranytangens) adunk meg:

Y—Yo
T —x0

m(z) = tg a(z) =

Ha létezik a fenti tg a(x) hatarértéke o — xg esetén, akkor az érinté létezik, meredeksége a kapott
hatarérték.
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3.20. Definicié. Adott egy f : H — IR fiiggvény és xoeDy értelmezési pontjdnak egy régzitett belsd
pontja (azaz (xg — e, xo+¢€) C Dy valamely € > 0-ra). Az x ponthoz tartozd differenciahdnyados
(kilonbségi hanyados, szld meredeksége)

f@) =1 g
r — X9
A fiiggvény differencidlhato xg-ban, ha a
f(x) — f(@o)

lim
T—T0 T — :L‘O

hatarérték létezik és véges. Ennek a hatarértéknek elnevezése: derivdlt, differencidlhdnyados. Jele:

f'(x0).

Vezessiik be a h = x — z¢ jelolést. Ekkor x — 2y <= 1 — 9= h — 0. Igy a derivélt egy
ekvivalens definiciojat kapjuk:

/ o fl@o+h) = f(x)
f(xo) = lim . :

h—0

3.21. Definicié. A jobboldali derivalt:

. J(@) = fzo) . flzo+h) = f(=o)
! pu— —m
filwo) = ng}Jr T — X h]ir(r)l-i- h ’
ha a fenti hatdrérték létezik és véges.
3.22. Definicid. Baloldali derivdlt:
_ flz) = flzo) . flzo+h) — f(wo)
! = 1 — =] )
R -

3.10. Allitas. f differencidlhaté xo-ban <= f (o) és f' (o) léteznek és megegyeznek,
f'(@o) = [ (o) = [ (o).
3.23. Definicié. f: (a;b) — R differencidlhaté, ha minden xoe(a,b)-ban differencidlhato.
3.24. Definici6. f: [a;b] — R differencidlhatd, ha:
- Vxoe(a, b)-ban differencidlhatd

- wvégpontokban léteznek az egyoldali derivdltak: f' (a) és f’(b)

Példa. f(x) = ¢, c konstans, Dy = IR. Minden z¢elR bels6 pontja Ds-nek.

c—¢C

=0.

f'(zg) = lim

r—r0 T — X
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Példa. f(x) =z, Dy =R,
f'(x0) = lim T,
T—r0 T — X

Példa. f(z) = 2", n > 1 természetes szam

n

lim 0 = lim (2" ' + 2o 2+ ...+ a2yt = nay
T—z0 T — T T—T0

" —x

ezt méar lattuk.

Példa. f(x) = sin(z). Ekkor a kiilonbségi hanyados:

sin(z) — sin(zg) 2sin(

r — 2o T — 2o

Igy ennek hatarértéke:
sin(x) — sin(zo)

lim =
T—xg T — T
. T — X
sin( )
- mhjgo F— xhjglo cos( ) =1-cos(x),
2
mert
in(*—"0)
sin .
h
lim 2 gy S
r—x0 T — Xy h—0 h,
2

3.11. Allitas. (Atviteli elv derivdlhatésdgra) f : H — R, moe int(H). f pontosan akkor derivdl-
hato xo-ban, ha minden (x,) C Dy sorozatra, melyre x,, # xo, létezik az aldbbi hatdrérték
fan) — f(®o)

lim \En) — JiT0)
n—oo x’l’b — xo

amely véges €s fliggetlen a sorozattol.

Példa. f(x)=|z|, Dy = R. Ha xy > 0, akkor

o ol . B e Y
r—z0 T — Xy r—z0 T — T

hiszen ha xy > 0, akkor a lim-ben is x > 0 teljesiil egy id6 utan. Hasonl6an, ha xq < 0 , akkor

O el | R
hm —_— = llm _— = 1.
z—x0 T — T T—x0 X — X

Belatjuk az atviteli elv segitségével, hogy xo = 0-ban a hatarérték nem létezik. Valoban legyen az
egyik O-hoz tart6 sorozat =, = 1/n . A sorozat mentén:
|z, — 0 _

=1.
T, — 0
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Legyen a masik sorozat u,, = —1/n. Ekkor a sorozat mentén
—’u"’ —0 = -1
U, — 0

Mivel f’(0) és f1(0) nem egyeznek meg, ezért nem derivalhat6 az zo = 0 pontban.

Példa. f(x) = +/x, x > 0. Legyen xo > 0, x, — x( tetsz6leges sorozat.

f(xn)_f(%)_ \/_n_\/EO

Tpn — Xo (\/En - ﬁO)(ﬁn + \/50)
= lim L _ !
om0 \/En“‘ \/Eo - 2\/50‘

Ha z, = 0, akkor eleve csak a f’ (0) lehetne értelmezhetd, de

1
lim ———— =
=0+ /7 4+ /0

nem véges. Tehat az f fiiggvény a (0, 00) intervallumban derivalhato és derivaltja az

+00

fiiggvény..
3.3.2. Folytonossag és differencidlhatosag kapcsolata
Lattuk, hogy f(z) folytonos # f(z) differencidlhaté is (Id. f(x) = |z|).

3.12. Allitas. Ha f differencidlhaté xo-ban, akkor ott folytonos.

Bizonyitas. Mivel lim M
T—T0o T — I

= m, ezért tetszbleges € > 0-hoz étezik > 0, hogy

moe< @)
r — X

ha |r — xo| < §. Vegyiink ¢ = 1-et. Azt jelenti, hogy
f(@) — f(xo)

r — X

m—1<

<m+1,

f(x) = fo)

r — X

< K

valamilyen K mellett, ha x elég kozel van xg-hoz. Ezért itt

|f(z) = f(z0)| < K|z — 0],

€
amibdl a folytonossag kovetkezik. Legyen ugyanis € > 0 tetszéGleges, ekkor valasszunk § = E_t'

Ha |z — zo| < 0, akkor |f(z) — f(z0)| < e.
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3.3.3. Differenciilasi szabalyok

A derivalast tekinthetjiik dgy, mint egy hozzarendelést, mely egy differencialhato fiiggvényhez
hozzéarendeli derivéaltfiiggvényét:

fef
Legyen
X = {f . fla, b)) = R, f diﬁ'erenciélhat()}
és
Y = {f : fla, b —>IR}.

Ekkor a differencidlas miivelete egy
D:X—Y

operdtor, amely fiiggvényhez masik fiiggvényt rendel.

3.7. Tétel. (Differencidldsi szabdlyok) Legyenek f és g differencidlhato figgvények. Ekkor

1.
(f +9) (=) = f'(x) + g'(2).
2.
(cf) (z) = cf'(x).
3.

(fg)'(z) = fl(z)g(x) + f(x)d (2).
4. Tegyiik fel, hogy g(x) # 0, ekkor

R

Tegyiik fel, hogy g(x) # 0, ekkor
(f(iﬁ))l _ f'{@)g(z) — f(2)g'(x)

g()

6. Ldncszabaly

Bizonyitas.

3.

(f9)(z0) = lim f(x)g(x) — f(zo)g(xo) _

T—T0 T — g

= i (I )y S0~ )

r—x0 T — 2o T—T0 T — To

ahonnan felhasznalva f folytonossagat kovetkezik az allitas.
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4.
BN 9(wo) — 9()
Ly 9@ g(xo) _ o 9(@)g(we)
(9(%)) B fcl—>fco T — o a:lawo T — Tg
— lim —1  g(2) — g(w)
- (g(x)g(xo) r — )
6.
(Fog) o) = Jim [ j;fg(x“)) =
_ iy TW(@) — flg(w0)) g(2) — g(z0)
a=z0 g(x) = g(zo) x — o
Példa. f() = tg (z) = ior;((fc % f(x) =7
(cos(x))" = —sin(z),

(sin(z))" = cos(x), T # g +kn, k=0,£1,+2,
mivel itt cos(z) = 0.

cos?(x) B cos?(x)  cos?(z)

(tan(z)) = cos(r) sin(z) — (=sin(z)) sin(z)  cos*(x) + sin*(z) 1

Példa. f(x) = (2> +1)Va?+5, f/(z) =7
Az els6 tényezd derivéltja (z2 + 1) = 2z + 0. A masodik tényezd Osszetett fiiggvény, a kiilsé
fiiggvény: g(z) = vz, ¢'(z) = N a belsé fiiggvény: h(z) = 22 + 5, b/ (z) = 20 + 0. Igy

x

1

oh)(r) = ———=2x.
(90 Y (x) = 5—cta

Tehat a szorzat derivaltja:

x
2+ 5

fl(x) =22vVa? + 5+ (2° 4+ 1)

3.25. Definicio. Ha az [ : I — R fiigguény derivdlhatd xq eqy kornyezetében, és az f' fiigguvény
derivdlhato xo-ban, akkor ez az eredeti fiiggvény mdsodik derivdltja,

f”(Io) — lim fl(x) — f/(l’o) '

T—To T — o

Hasonloképpen értelmezziik a magasabb rendd derivdltakat is. Az n-ed rendd derivdltat igy jeldljik:

10 (2).
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Példa. f(x) = e* fiiggvény derivéltja, zoelR tetszdleges. Ekkor

e’ — e Lo €70 —1
— 0
eV —,
T — Tg r — T
ezért
h
et —ge" . —1
lim =™ lim
T—z0 T — T h—0 h

Ez utobbi hatarértéket szamoljuk ki:

el —1 .o t—1 _ Y
lim = lim = lim ———,
h=0 b t—1 Int  y—0In(l+y)

ahol a t = e" és y =t — 1 helyettesitéseket végeztiik el. Ennek reciproka

In(1
lim —n( +y)

1
—limIn(1 +y)v = Ine = 1,
finy = ~ i1+ ¥ =lne

ezért

(e") = e

3.8. Tétel. (Derivdlhatisdg ekvivalens megfogalmazdisa) Vezessiik be a

Af(x) = f(x+h) = f(z)

jelolést. Ekkor f pontosan akkor differencidlhato értelmezési tartomdnydnak eqy belsd pontjdiban,
ZTo-ban, ha
Af(xg) = Ah+e(h)h (3.2)

alakban irhatd, ahol A h-tdl figgetlen konstans, és

}lllil(l) e(h) =0.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f differencialhaté. Ekkor

Flag) — 1 LR = ()

T—TQ h

miatt
Af(xo) = f(zo+h) — f(xo) = f'(xo)h + ch.

Tegyiik fel, hogy (3.2) teljesiil. Ekkor

o Fo+h) = o)

Tr—x0 T—x0 h
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3.3.4. Inverz fiiggvény

3.26. Definici6. Tegyiik fel, hogy f : [a,b] — R szigorian novd, folytonos figguény. Ekkor
minden ce[f(a), f(b)] szdamhoz egyértelmien létezik Ee[a,b], melyre f(§) = c. (Bolzano tétel.) Ez a
c — & leképezés,

f e 1f(a), f()] — [a,b]

az inverz fligguény.
3.13. Allitas. A fent definidlt inverz figguény is folytonos lesz.

3.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy f : I — R szigorian monoton, differencidlhato fiigguény, melyre
f'(x) # 0, zel mellett. Ekkor f~' is differencidlhatd, és

1
) () =
U W= 7
1
Masik feliras: (f ) (f(xo)) = e (yo = f(zo) jeloléssel)
0
Bizonyitas. (Vazlat) A differencidlhatosagot bizonyitas nélkiil elfogadjuk. Induljunk ki az
fHf@) ==

azonossagbol, és derivaljuk x szerint, az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat alkalmazva. Ekkor

_ !/
(f71) (f@)f'(2) =1,
ahonnan a tétel allitasa kovetkezik.
Példa. Léattuk, hogy az f(x) = e® fiiggvény derivéltja dnmaga, f'(x) = e*. Mivel f : R — R*
szigorian monoton nove az egész IR-en, ezért létezik az inverze:

(e*)"t =log,z =: Inu,

tehat az inverzfiiggvény In : R — IR. Ennek derivaltja

1 1
In'(x) = =

elnx ;

Példa. Exponencialis fiiggvény. Legyen a > 0, f(x) = a”. Ennek derivaltja f'(z) =7

1 1
aﬂ? — ena — 6$ na)
ezért
f(l’) _ eaclna
és igy
f'(x) =e"™Ina = a”"Ina.
Az inverze

i) =loger,  (F)(0) = e =

a°%.*lng xlna’
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3.3.5. Hiperbolikus fiiggvények
3.27. Definicid. A sinus hiperbolikus fiigguényt igy értelmezziik:

sh (z) i = ——, zelR.

Ennek tulajdonségai:

1. szigortan monoton novdg,
2. az egész IR-en értelmezett,

3. paratlan fiiggvény.

Derivaltja:

3.28. Definicié. A cosinus hiperbolikus fligguényt igy definidljuk:

e’ +e "
ch (z) := —
Tulajdonsagai:
1. az egész IR-en értelmezett,
2. paros fliggvény.
Derivaltja:
ch'(z) = < _2€—x =sh ()

Tehat ezek a fiiggvények erdsen emlékeztetnek a trigonometrikus fiiggvényekre, hiszen

sh '(z) = ch (z), ch '(z) = sh (z).

3.14. Allitas.
ch *(x) —sh *(z) =1, V& —re.

Bizonyitas. A definiciok alapjan:

62:): + 6721 -9

sh?(z) = 1
2z —2x 2
ch2(z) = #7

ahonnan az allitas kovetkezik.
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10

ch(x)

-6 i

-8+ -

-10 1 1 1 1 | 1 I I I
-10 -8 -6 -4 -2 qQ 2 4 6 8 10

3.6. abra. A hiperbolikus fiiggvények.

3.29. Definici6. A tangens hiperbolikus fligguényt igy definidljuk:

sh () e —e™®
th = = .
(z) ch () e*+e®

Ertelmezési tartomanya Dy, = IR. Megmutatjuk, hogy értékkészlete Ry, = (—1,1). Elsoként
T _ o—w

belatjuk, hogy —1 < €+— < 1. Valéban, ez azt jelenti, hogy
et +e "

—et—eTt < et —e " < ef+e”
0 < 2€%, 0 < 277

Masrészt igaz, hogy
lim = +1,

r—+00

, amibdl a Bolzano tétel miatt valoban kovetkezik, hogy Ry, = (—1,1).

3.3.6. Trigonometrikus fiiggvények inverzei

f(x) = sin(z)

.. , ™ T , e c L eer . , .
A fiiggvény xe[—§; 5}—1"6 valo megszoritasat tekintjiik, itt méar van inverze.

Az inverzét igy jeloljiik:
f1(z) = arcsin(z).
arcsin : [—1,1] — [—g, g] Ennek derivaltja x # +1 esetén:
1 1 1

cos(arcsin(x)) - /1 —sin?(arcsin(z)) B V1—a?

mivel sin?(z) + cos?(x) = 1, és igy cos(x) = /1 — sin?(z).

(f ) (@) =
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0.8

0.6

0.4

0.2

| | | | | |
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

3.7. abra. A sin(x) fiiggvény invertalhato megszoritasa.

f(x) = cos(x).

Ha z€[0, 7|, akkor itt szigorian monoton fogyo, tehat invertalhato. Ekkor f : [0,7] — [—1,1],
tehat inverze f~! = arccos : [—1,1] — [0, 7] . Az inverz derivéltja z # +1 esetén:
1 1 1

SARAC sin(arccos(z)) T /1 — cos?(arccos(z)) T V1—a?

f(z) = tg (z).

T m
Az f: (—5, 5) — IR lesztikitését tekintjiik, itt a fiiggvény szigortian monoton novs, ezért létezik

LR — (—g; g) A tg fiiggvény derivaltja

) - (sin(m))':cos(x)-cos(x)—(—sin(:v))-sin(x)

cos(x) cos?(x)
cos?(x) + sin’(z)

B cos?(x) =1+t (2).

Az inverz derivaltja
1 1

(@) = 1 + tg ?(arctan(z)) T 142

f(2) = ctg ().

Az f(x) = ctg (z) fiiggvény megszoritasat tekintjiik, ze(0, 7). Ekkor f invertalhato, és f~!: R —
(0,7). A derivalt:

1

sin?(z)’

cos(z)\’  —sin(z)sin(z) — cos(z) cos(z) 1 — cte 2(z) = —
) N sin?(x) =1~ cig ()
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és az inverz derivaltja

1 —1
- —1—ctg ?(arc ctg (z)) 1422

(f ) (@)

3.4. Differencidlszamitas alkalmazasai

3.4.1. Kozépérték tételek

3.30. Definicié. Legyen f: X — Y tetszdleges figgvény, xoeDy. Az xo lokdlis mazimuma f-nek,
ha létezik egy U kérnyezete xo-nak, melyre: VaeU, xeD; esetén

f(@) < f(xo).

Az xg lokdlis minimuma f-nek, ha létezik eqy U kirnyezete xo-nak, melyre: VxeU, xeD; esetén
f(x) = f(xo).
A lokalis maximum vagy lokalis minimum ko6z6s neve lokalis szélsGérték.

3.31. Definici6. xg globdlis mazimum, ha VxeDy esetén
f(x) < f(zo).

3.10. Tétel. Legyen f : X — Y, xoe int(Dy) belsé pont. Tegyiik fel, hogy f-nek xo-ban lokdlis
szélsdértéke van és xg-ban differencidlhato. Ekkor

f,(l’()) = 0

Bizonyitas. (pl. lokalis maximum esetén) A derivalt definicioja szerint

o)t T = F o)

Tr—T0 T — SL‘O

A lokalis maximum tulajdonsaga miatt 1étezik € > 0, hogy ha ze(xg—e, xo+¢), akkor f(z) < f(zo).

gy ze(wg — €, 0) esetén f(a;): : ig(%) Ei 8;, ezért
f'(zo) = 0. (3.3)

_ <
Hasonloan, ha ze(z, 2o + €), akkor f@) = flzo) (< O), ezért
T — X (>0)
f'(0) < 0. (3.4)

(3.3)-t és (3.4)-t osszevetve f'(zg) = 0.

Megjegyzés. A tétel megforditdsa nem igaz. Ha példaul f(z) = 23, akkor xy = 0 biztosan nem

lokalis szélsoértéek. Mégis, derivaltja f'(z) = 322, és igy f'(0) = 0.
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3.11. Tétel. (Rolle-tétel) Legyen f : [a,b] — R. Tegyiik fel, hogy f

- folytonos [a,b]-n,

- differencidlhato (a,b)-n,

Ekkor létezik e(a,b), melyre f'(§) =0

Bizonyitas. Mivel az f : [a,b] — IR folytonos fliggvény, ezért Weierstrass I1. tétele miatt 1étezik
maximuma (A/) és minimuma (m). Ha M =m = f(a) = f(b), akkor triviélis.

Ha nem, akkor létezik egy olyan e(a,b) belsé pont, melyre m = f(€) vagy M = f(&). Ekkor az
el6z6 tétel miatt f/(€) =0 .

3.12. Tétel. (Lagrange-féle kizépérték-tétel) Legyen f : [a,b] — R. Tegyiik fel, hogy f
- folytonos [a, b]-n,
- differencidlhato (a,b)-n.

Ekkor létezik olyan Ee(a,b), melyre:

fb) = (@)

pe =1

Bizonyitas. Az (a, f(a)) és (b, f(b)) pontokat OsszekotG egyenes egyenlete

Legyen

Ekkor g differencialhato, és

tehat g-re a Rolle-tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy létezik &, melyre ¢'(£) = 0, azaz

Fie) =g = T =110

3.13. Tétel. (Cauchy-féle kozépérték-tétel) Legyenek f : [a,b] — R, g : [a,b] — R differencidlhato
figguények. Tegyiik fel, hogy g(b) # g(a). Ekkor létezik {e(a,b), melyre
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Bizonyitas. HF.

Megjegyzés. A Cauchy-féle kozépérték-tételnek specialis eseteként g(x) = x valasztassal a Lagrange-
tételt kapjuk.

3.14. Tétel. Legyen f : [a,b] — R differencidlhato figgvény. Tegyiik fel, hogy f'(z) = 0 minden
xe(a,b) esetén. Ekkor f(x) = c valamilyen c-re.

Bizonyitas. Legyenek x; és xq9€fa, b], 1 < xo. Tekintsiik f megszoritasat. A Lagrange-féle
[x1;22]

kozépérték-tételbsl azt kapjuk, hogy
flz2) = f(x1)

To — X1

= f'(€), Ee(zr;22).
Mivel f/(€) = 0 ezért
fx2) — fla1)

To — 1

=0 = f(z2) = f(m)

3.4. Kovetkezmény. (Integrilszamitds I. alaptétele) g, f : [a,b] — R differencidlhatd figgvények,
melyekre f'(x) = ¢'(x) Teljesiil minden xze(a,b)-re. Ekkor

f(z) =g(x)+¢, Vrela,b]

valamely ceR mellett.

3.15. Tétel. (L’Hopital szabdly) Legyenek f és g differencidlhatoak xo eqy kirnyezetében (esetleg
xo-ban nem). Tegyiik fel, hogy

lim f(z) = lim g(z) =0 (vagy = 00).

T—x0 T—T0
Ekkor ha .
lim f/(x) = A,
akkor
lim M = A.
0 g@)

Itt A = +o00 és/vagy xo = £00 is lehet.

Bizonyitas. (Vazlat) Mivel
f@) _ f() — f(zo)

g9(z)  g(x) = g(xo)’
ezért hasznalhatjuk Cauchy-féle kozépértéktételt az [zg, x] (ill. az [z, x¢]) intervallumon. Eszerint

f(@) = fzo) _ (&)
g(z) —glze) (&)

létezik & x és xg kozott, melyre

§
§

7 b

Megjegyzés. A tipusi hatarértékre is igaz a L’Hopital-szabdaly.

PR}
]
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1. Példa. A mar ismert hatarértéket igy is kiszamolhatjuk:

i S2E) g cos(@)
x—0 x z—0 1
9. Példa. lim — = lim — = oo
T—o0 I Tr—00 ]_
3. Példa. . o '
hm—zlimn$ = :hmn—:()
r—o0 €% T—00 ex z—00 T
4. Példa, tim <) — jpy =) _
T—7 e T—3 1
2

3.4.2. Monoton fiiggvények jellemzése

3.16. Tétel. (Monoton figgvények jellemzése) Legyen f egy I intervallumon értelmezett differen-
cidlhato figguény. Ekkor

f monoton nové < f' > 0.

f monoton fogys <= f' <0.

Bizonyitas. Legyen példaul f monoton novs. A differenciahanyados elGjelét vizsgaljuk xq kérnye-
zetében. Ha x < x(, akkor az
f(@) — flzo)
T — T
tort nevezd@je negativ vagy 0, szamlaloja negativ, ezért a tort nemnegativ. Ha x > x(, akkor
ugyanennek a tortnek szamlaloja nemnegativ és nevez@je pozitiv. Emiatt a hatarértékre is f'(zo) >
0 lesz.

3.5. Kovetkezmény. Ha f'(x) > 0 Ve(a;b), akkor a fiigguény szigorian monoton névé.

3

Megforditva nem igaz, hiszen pl f(z) = x* mindeniitt szigorian monoton névs, mégis az f'(0) = 0.

3.32. Definicio. Az f: [a,b] — R konvex, ha minden a < x; < x5 < b esetén
FA=t)ry +tw) < (1 —t)f(x1) + tf(xe), te[0, 1].

A fiigguény konkdv az I intervallumban, ha — f konver.

Szemléletesen, ha minden pontban a fiiggvény az érinté folott van, akkor konvex, ha pedig minden
pontban az érint6 alatt, akkor konkav.

3.33. Definicié. Az xoeD; inflexids pont, ha itt a fiigguény konvezbdl konkdvba, vagy konkdvbol
konvexbe vdlt dt.
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Szemléletesen az inflexios pontban a fiiggvény érintGje "atdofi" a fliggvény grafikonjat.

Példa. Tekintsiik az f(z) = 2° fiiggvényt. Ekkor az x = 0-ban az érinté 0 — atdofi a grafot. A
fiiggvény konvex, ha xgeq0, és konkdv, ha x < 0, az x = 0 pontban inflexidja van.

3.17. Tétel. Legyen f : [a,b] — R differencidlhatd figguény. Ekkor:

- f konvex [a,b]-n < f' monoton novd,
- f konkdv [a,b]-n & [ monoton csékkend.
Bizonyitas. Példaul konvex esetben, (csak vazlat). Legyen az [a,b] intervallum harom pontja

T1 < T < x9. x-et x1-gyel és xo-vel Osszekotve, a konvexitas miatt a meredekségek igy viszonyulnak
egymashoz, m; < mgy, ahol

my = f(x) — f(21)
r — T
My = f(x2) —f(x)
To — X
Ekkor
miatt

3.8. abra. Konvex fiiggvény derivaltjaAnak monotonitasa.

3.18. Tétel. Ha az f figgvény f(xo)-ban kétszer differencidlhato, és f'(xo) = 0 (staciondrius
pont), akkor:
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- ha f"(x9) > 0, akkor xq lokdlis minimum,
- ha f"(xo) <0, akkor xq lokdlis mazimum,

- ha f"(xg) =0, akkor ebbdl nem eldintehetd, vajon xo/ban szélséértéke van-e a figguénynek.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f”(zo) > 0. Ekkor f”(z) > 0 az xy valamely kornyezetében is,
ezért f'(z) szigortan monoton nd ebben a kornyezetben. Mivel f'(xg) = 0, ezért x < xy esetén
f'(x) <0, tehat a fiiggvény itt szigortian monoton fogy. Hasonloan x > xq esetén f'(x) > 0, ezért
f itt szigorian monoton nd.

xr < X X xr > X
o+ + +
roo— 0 +

f AN lok. minimum e
Lattuk, hogy ha f konvex, akkor f’ monoton né.

(o) >0 = f konver xy kornyezetében

3.19. Tétel.
e f(xo) <0 = f konkdv xo kérnyezetében

3.6. Kovetkezmény. Ha xo-ban inflexids pont van, akkor f"(x¢) =0

3.15. Allitas. 1. Ha f"(x0) =0 és " eldjelet vdlt xo-ban, akkor xy inflexids pont.

2. Tegyiik fel, hogy f hdaromszor derivdlhatd, f"(x¢) =0 és f"(xo) # 0 = xq inflexids pont.

3.4.3. Linearis aszimptota

3.34. Definicié. Adott f : (a,00) — R fiiggvény. Az f fiigguény linedris aszimptotdja +oo-ben a
g(x) =mx +b, ha
lim (f(z) — g(z)) = 0.

r—00

Ez azt jelenti, hogy
lim (£(2) — g(2)) = Tim 22 —m — 8y =

T—00 T—00 €T x

Ha a g(x) linearis aszimptota, akkor

1. limM:m

r—oo I

2. Valamint lim (f(z) — mx) =10

Tr—00

Y

egyarant végesek.

Példa. f(x) = ze: Van-e linearis aszimptotaja? Egyrészt

2
. xew
lim =e’=1=m,
r—o0 I
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masrészt ,
: : 2 . exr—1
Tim (f(2) =mz) = lim (ze> —2) = lim —5— = (¥),
helyettesitsiink ¢t = 1/z-t. Ekkor
2t
-1
())= lim —— 2=1.2=2
r—0+
Tehat létezik a linearis aszimptota:
g(x) =z +2.

3.4.4. Taylor-polinom
Lattuk, hogy ha f differencidlhaté zo-ban, akkor
f(@) = f(xo) + (z — m0) f'(20),

~ azt jelenti, hogy kozelithets abban az értelemben, hogy

fx) = {f(wo) + (x = w0) f'(0) }

r — Xy

=0, ha x— x.

3.35. Definicid. Legyen xg az f fligguény értelmezési tartomdnydnak belsd pontja, itt differencidl-
hato. Legyen

TP (x) := f(x0) + (x — x0) f'(w0),

ez a fligguény xo-hoz tartozo elséfoku Taylor-polinomja.
Az egyszertiség kedvéért a fels§ indexben levs z jelolést elhagyjuk.

3.16. Allitas. -
L f@) = Tia)

T—I0 r — I

=0.

Megjegyzés. A pontos jeloléssel igy kellene irni a Taylor polinomot: Ti(x;xg), ahol az xy rogzitett
és az x valtozik.

3.20. Tétel. Adott f : X — Y, woe int(Dy), feltessziik, hogy f kétszer differencidlhats xo egy U
kérnyezetében. Ekkor minden xeU-hoz létezik &, melyre

G
2

(z — x0)?,

f(z) = Th(z)

ahol
e (xo,z) ha x> xq
(x,29) hax <my

azaz & az x €s az xg kozott van.
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Megjegyzés. Az f(x)—Ti(x) kiilonbségre vonatkoz6 formulat Lagrange-féle maradéktagnak hivjuk.
/@) — i)
r — Tg
Példa. Legyen f(z) = sin(x), xg = 0. T1(z) =7 Sziikséges az f(x¢) és az f'(xo). f(zo) = sin(0) =0,
f'(zo) = cos(0) = 1. Ekkor Ti(z) = z. Legyen z = 0,1, sin(0, 1)-t kozelitjiik 77(0, 1)-el, mennyi

hibat vétiink? A kiilonbség:

Megjegyzés. = f"(§)(x — x9) — 0, ha x — x.

7 o
f (é) (SC o 370)2 — Sln(&) (O7 1)2’
2 2
. 1
igy ennek becslése: |sin(z) — Ti(z)| < —
200
1
Azt tudjuk mondani: sin(0,1) ~ 0,1 £ 200

Tegyiik fel, hogy f fliggvény az xg-ban és egy kornyezetében n-szer differencialhato.

3.36. Definicio. Az f figguény xo-hoz tartozdé n-edik (n-ed rendd) Taylor polinomja

To(x,x0) = T (2) = f(xo) + f(w0)(x — o) + @(w — o) ...+

3.37. Definici6. Az L,(x) := f(x) — T,,(x) a Lagrange-féle maradéktag.

Magyardzat. Olyan polinomot keresiink, mely tugy viselkedik xg-ban, mint f(z). Pontosabban:
Pn(xo) = f(xo)
P (x0) = f'(20)
PT(Ln) _ f(n)(x(])

(P, (n+ 1)-dik derivéaltja mar 0)

3.17. Allitas. Pontosan egy P,(x) polinom létezik ezzel a tulajdonsdggal.

Bizonyitas. Az egyértelmiiség trividlis. (HF). Belatjuk, hogy P,(x) := T,(z), ugyanis T),(x)
derivaltjai az zo-ban

Ta(zo) = flxo) + f(zo) (2o — 20) + ... + (z0 — 20)" = f(20)
f) (o)

T;L(xo) = 0+ f/(xo)l n f"(2x0)2(x0 — xO) +...+ o n(IO _ xo)n—l _
= f'(zo0)
quk) (x0) f(k;('ajo)k‘! 4+ ..+ f(";{:('xo) (20 — xo)n_k _ f(k) (o)

3.21. Tétel. Tegyiik fel, hogy f figguény (n + 1)-szer differencidlhatd xo eqy U kdornyezetében.
Ekkor létezik olyan E€U, melyre:

(n+1)
e JZn + 1()6!) (z — xo)(n+1)a

ahol & az x és xy kézdtt van. Ez a Lagrange-féle maradéktag.
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Példa. Legyen f(x) = e, €% =7 A kozelitést harmadrendii Taylor-polinommal végezziik, célszert

f0) 5 f"(0) 4
T+ 9] 7+ 3] x”.

az ro = 0 valasztas.

T3(z) = f(0) + f'(0)

f'(a) = e = f"(x) = f"(x)
f1(0) = f7(0) = f"(0) = 1

2 3
Ts5=1+x+ a + 5

0,01 0,001
1401+ =+ ——.

2 6

A hiba nagysagrendje:
(4)
(o)~ Tyfa) = T,

4!

ahol 0 < £ < 0,1 igy
60’1 A 3 04
L < —1077° < —10"".
|Ls(z)] < o 0 =9
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