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1.1. Bevezetés

A jegyzetben IN jeldli a természetes szamok halmazat, Q@ a racionalis szdmok
halmazat és R a valés szamok halmazét.

1.1.1. Természetes szamok, teljes indukcid

A természetes szamok halmazéan értelmezve van két miivelet, az Gsszeadas
(4) és szorzas (-, illetve egyméas mellé iras), tovabba a < rendezési relacio.

A N halmaznak két fontos alaptulajdonsiga a kivetkezd:

1. Van legkisebb elem, ez 1 (egység).

2. Mindegyik elem utdn van kozvetleniil kdvetkez: n — n 4 1

Megjegyzés. Mas konyvekben szokas a természetes szamok halmazat azn =0
szammal kezdeni. Mi maradunk ennél a konvenciénal.

A fenti két tulajdonsig alapjan kimondjuk a teljes indukcids bizonyitas elvét.

Teljes indukcids bizonyitdsi elv. Feladatunk, hogy valamely Aq,..., Ay, ...
tulajdonsagok teljesiilését kell belatnunk, ahol n tetszéleges természetes szam.
Ha

1.  A; teljesiil, tovabba

2. béarmely nelN esetén az A, tulajdonsigbol A, 41 kovetkezik,

akkor a fenti tulajdonsag teljesiil minden n-re.

Megjegyzés. A teljes indukciot gy képzelhetjiik el, mintha fel kellene men-
niink egy végtelen hosszt 1épcsén. Ha meg tudjuk tenni az elsé 1épést, és
barmely lépcssfokrol eggyel feljebb tudunk jutni, akkor valéban barmilyen
magasra felmehetiink.

Megjegyzés. A teljes indukcié nem mindig 0-val kezd&dik, hanem azzal a
legkisebb természetes szamto6l, ahonnan a képletek érvényesek.

Példa. Tgazoljuk, hogy minden nelN esetén

1)(2n +1
1249242 T )6("+ ). (1.1)
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Bizonyitas.

1.

1.2.

A teljes indukcio elsd lépése.

n = 1 esetén az allitas igaz, hiszen n helyére 1-t helyettesitva azt

kapjuk, hogy L3

6

A teljes indukcio mdsodik lépése.

1=

v

Tegyiik fel, hogy valamely rogzitett n-re teljesiil az allitas (ez az induk-

cios feltevés.) Neézziik meg, mit mondhatunk, ha n + 1 szamot adunk

Ossze:

o n(n+1)(2n+1)
B 6

Felhasznaltuk az indukcids feltevést. Egyszerd algebrai atalakitasokkal

folytathatjuk:

(x) = (n—gl)(n(Zn—l- 1)+6n+6)=

+(n+1)* = (%)

PP4+2°+- 4+n”+ (n+1)

(n+1)(n+2)(2n+3)
6 Y

ami épp a bizonyitandé allitas, ha n helyére n + 1-t irunk.

Val6s szamok értelmezése

1.2.1. Axiémak

Roviden Osszefoglaljuk a valdés szamok felépitésére szolgdld egyik lehetsé-
ges axiomarendszert. Adott egy IR-rel jeldlt halmaz, melynek elemeit valos
szamoknak nevezziik. IR-et megfeleltethetjiikk a szidmegyenes pontjainak,
természetes modon. Ennek a halmaznak adott két kitiintetett (egymastol

kiilonb6z6) eleme, melyeket 0 és 1 fog jeldlni.

Adott R-en két mivelet, az 6sszeadas (+) és a szorzas (-), valamint egy <-vel
jelolt rendezési relacio, melyek az alabbi tulajdonsigokkal rendelkeznek:

1. csoport: a miveletek alaptulajdonsdgai.

1.

Az 6sszeadas asszociativ, azaz

(x+y)+z=x+(y+2), Va,y, zeR.



1. FEJEZET. VALOS SZAMOK

x4+ 0=z, VzeRR.

Minden zelR-hez létezik uelR, melyre x + u = 0. Ezt a szam ellentett-
jének neveziik.

Az Osszeadas kommutativ, azaz

r+y=y+uw, vV, yeR
A szorzés asszociativ, azaz
(2-y)-2=2-(y-2), Vo, zR.

x-1=uzx, VzelR.

Minden zeR, z # 0-hoz létezik uelR, melyre x - u = 1. Ezt a szdm
reciprokanak nevezziik.

A szorzas kommutativ, azaz
TYy=vy-, Vz, yeR.
A szorzés disztrubutiv az dsszeadasra, azaz

(r+y) z=z-24+y-z, vz, yelR.

2. csoport: a rendezési reldcid tulajdonsdgas.

10. Minden zelR esetén x < z (a rendezési relacio reflexiv).

11. Tetszbleges x© # y esetén az x < y és y < x koziil pontosan egy igaz.
12. Haz <yésy <z akkor z < z (a rendezési relicié tranzitiv).

13. Ha x <y, akkor x 4+ z < y 4+ z minden zelR esetén.

14. Hax <yésO0<zakkorx-z2<y- 2.

3. csoport:

15.  (Archimedeszi axiéma) A valos szamok halmazéban nincs legnagyobb

elem.
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16. (Cantor-féle axiéma) Legyen adott korlatos és zart intervallumok egy
sorozata:

Il = [al,bl] _[2 = [ag,bQ] . ..In = [an,bn],...

melyekre
LD2LD...21,....

Ekkor van kozos pont, azaz

deelR melyre cely, VkelN.

Megjegyzés. A Cantor axiéma atfogalmazhaté a kovetkezoképp: Tegyiik fel,
hogy adottak az
ap<as<az<...<ay...

szamok ("bal oldalak") és a
by >by>b3>...>20by...
szamok ("jobb oldalak"), melyekre teljestil, hogy:
ap < b, VkelN.
Ekkor 1étezik celR , melyre
ar < c < b VkelN.
(Ez a Cantor-axiéma biztositja, hogy az irracionélis szamok is beletartoznak

a valos szamok halmazaba.)

1.2.2. Cantor-féle k6zospont-tétel

1.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a Cantor-féle axidma feltételei teljestilnek. Ezen
kiviil tegyik fel, hogy minden € > 0-hoz létezik olyan Iy intervallum, mely az
adott e-ndl rovidebb, azaz |Ii| = b — ax, < €. Ekkor a kozds pont egyértelmi.

Bizonyitas. Indirekt médon latjuk be a tételt. A Cantor-axioméaboél kivet-
kezik, hogy létezik kézos pont. Feltessziik, hogy két kézds pont van: ¢, dely,
minden k-ra, és példaul ¢ < d.
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.
=

L
=

an I3 bn

1.1. abra. A Cantor féle kozosponttétel bizonyitasa

Legyen € = d — c. Ekkor a feltétel szerint létezik nelN, amire b, — a, < €.
Ekkor mivel

CE[CLn, bn]v de[am bn]v

ezért e =d — ¢ < b, — a, < &, ami ellentmondas.

1.3. A valos szamok részhalmazai

1.3.1. Infimum és supremum

Legyen H C R a val6s szdmok halmazanak egy részhalmaza.

1.1. Definicié. - A H halmaz alulrdl korldtos, ha van olyan kelR, me-
lyre
kE<z VreeH.

- A H halmaz felilrdl korldtos, ha van olyan KelR, melyre

r< K VreH.
- A H halmaz korldtos, ha alulrél és feliilrdl is korldtos.

1.2. Definici6. Legyen H egy alulrél korldtos nem dires halmaz. Megmutat-
hatd, hogy az alsé korldtok kiozt létezik legnagyobb. A halmaz legnagyobb alsé
korldtjgt infimumnak nevezzik. Jele inf(H).

Mds szoval, az seR szdm o H halmaz infimuma, ha
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- egyrészt s also korldt, azaz

s <z, VxeH,

- mdsrészt ha s’ eqy tetszéleges alsé korldtja H-nak, akkor

/
s < s.

1.3. Definicio. Legyen H egy felilrdl korldtos nem dres halmaz. Megmu-
tathatd, hogy a felsd korldtok kozt van legkisebb. A halmaz legkisebb felsd
korldtjat supremumnak nevezzik. Jele sup(H).

Mds szoval, az SelR szam a H halmaz supremuma, ha

- eqyrészt S felsd korldt, azaz

S >, VreH,

- mdsrészt ha S’ eqy tetszdleges felsé korldtja H-nak, akkor

s> 8.

1. Példa. Legyen H = [a,b] zart intervallum. Ekkor
inf(H) = a, sup(H) = b,

hiszen példaul a < x minden xeH esetén, és ez a legnagyobb ilyen tulajdon-
sdgl szam.
Megjegyzés. Ha van H elemei koziil legkisebb, akkor ez az infimum. Tehat

inf(H) = min(H)

ha a minimum létezik. Hasonléan, ha a halmazban van maximaélis elem,
akkor
sup(H) = max(H).

2. Példa. Legyen H = (a,b) nyilt intervallum. Ekkor is

inf(H) = a, sup(H) = b.
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Megjegyzés. A fenti példakbol is latszik, hogy inf(H)eH vagy inf(H)éH is
eléfordulhat.
3. Példa. Legyen
1
H={—: IN}.
(0 neN)

Ekkor nyilvan sup(H) = max(H) = 1. Legkisebb eleme nincs a halmaznak.
Belatjuk, hogy inf(H) = 0. Nyilvan 0 < 1/n minden n -re, tehat a 0 als6
korlat. Legyen € > 0 tetsz6leges, belatjuk, hogy ez nem lehet alsé korlat.

Ekkor )
-l
€
valasztassal 1
g > N+ 1

tehat € nem alsé korlat.

Igazolnunk kell, hogy a fenti infimum és supremum j6l definidltak.

1.2. Tétel. Tetszbleges nem tres, alulrdl korlatos H halmaznak létezik infi-

muma.

Bizonyitas. (Konstruktiv bizonyitas) A halmaz alulr6l korlatos, tehat léte-
zik alsd korlatja, legyen ez a;. Ha ajeH, akkor ez minimalis elem, egyben

infimum is. Ha a1¢H, akkor legyen byeH tetszéleges elem, by > a;. Legyen

+b
szamot.

I = [a1,b1] és definidljuk a ¢; = il

Két eset lehetséges. Ha c; alsd korlat, akkor legyen as := ¢ és ba 1= by.
Ha c¢; nem als6 korlat, akkor legyen ag := a1 és by := cy. Lathaté, hogy az
Iy = [ag, by intervallum hossza épp fele I7 hosszanak, ahol ay alsé korlat,
bQEH.

Ezt a konstrukciot folytatva egy I intervallumsorozatot kapunk, az aldbbi
tulajdonsagokkal:

(i) I = [ak, bg] 7ért és I C I,
(ii) I hossza 27%|I,

(iii) a also korlat, byeH minden k-ra.
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Az (i) és (i) tulajdonsédgok miatt az intervallum-sorozat teljesiti a Cantor-
féle kozosponttétel feltételeit, tehat 1étezik egyetlen kdzos pont, legyen ez s.
Belatjuk, hogy

s=1inf(H).

Ehhez egyrészt igazolni kell, hogy s alsé korlat. Ha ugyanis lenne egy olyan
heH elem, melyre h < s teljesiilne, akkor a (ii) tulajdonsdg miatt talalnank
egy olyan [j intervallumot, melyre h < ag < s lenne, ami ellentmond annak,
hogy ay alsé korlat.

Hasonléképp igazoljuk, hogy nincs s-nél nagyobb alsé korlat. Ha ugyanis
indirekt modon feltessziik, hogy van ilyen s’ > s als6 korlat, akkor talalunk
egy I intervallumot, melyre s < by < s’. De mivel bye H minden k-ra, {gy
ez nem lehetséges.

1.1. Kovetkezmény. Tetszdleges nem fdres, felilrdl korldtos H halmaznak
létezik supremuma.

1.3.2. Topolégiai alapfogalmak

1.4. Definicié. Egy xg valds szdm kornyezetei az
(x(] —&,%0+ 5)

nydlt intervallumok, ahol € > 0 tetszdleges.
Legyen a tovabbiakban H C IR tetsz6leges részhalmaz.

1.5. Definici6é. Az zoelR pont a H halmaz belsé pontja, ha van olyanec > 0
szdm, hogy
(SC() —E&,20 +5) CH.

A belsé pontok halmazat int(H) jeloli. (Az INTERIOR sz6 roviditésébél.)

1.6. Definicié. Az xzocR pont a H halmaz kiilsé pontja, ha van olyan
€ > 0 szdm, hogy
(xg —&,20+) N H = 0.

A kiilsé pontok halmazdt ext(H) jeloli. (Az EXTERIOR sz6 roviditésébdl.)
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1.7. Definicio. Az xoelR pont a H halmaz hatdrpontja, ha se nem kiilsd,
se nem belsd pontja.

Ez azt jelenti, hogy minden € > 0 mellett az (xg — e, x9+¢€) kornyezet tartal-
maz H-beli és H-n kivili pontokat is. A hatdrpontok halmazdt O(H) jeloli.
Egy halmaz lezdrdsdt gy kapyuk meg, hogy hozzdvessziik o hatdrpontokat.
Jele H.

1.8. Definici6. A H halmaz nyilt, ha minden pontja belsé pont. A H hal-
maz zart, ha minden hatdrpontjdt tartalmazza.

1. Példa. Legyen H = (a,b) egy nyilt intervallum. Belss pontok halmaza:
int(H) ={z:a <z <b}.
A hatarpontok halmaza: 0(H) = {a,b}. A lezaras

H = int(H)UOH = [a, b).

2. Példa. Legyen H = {0 < x < 1: zeQ}.

Ebben a halmazban bels6é pont NINCS. Hiszen példaul az 1/2 pontnak nem
tudunk kijel6lni olyan (1/2 — e,1/2 + ¢) kirnyezetét, amire teljesiilne, hogy
(1/2—¢€,1/2+¢) C H, mert barmely kicsi intervallumban lesznek racionalis
és irraciondlis szdmok is. Ezért nincs olyan (1/2 —€,1/2 + ¢) intervallum,
melyben csak raciondlis szdmok lennének. Tehat a halmaz hatarpontjai

OH={z: 0<z<1}=]0, 1].

1.4. Néhany alap-egyenlétlenség

1.4.1. Haromszog egyenlétlenség
1.1. Allitas. Tetszéleges a,b valds szamokra

|a+ 0] < |a| + [b].

Bizonyitas. Abbol a trividlis egyenlStlenségbdl indulunk ki, hogy

+a <|al, +b < |b|.
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Ebbél azt kapjuk, hogy

a+b la] + |9
—a—b < ‘a’+_|bh

IN

és ebbdl az allitas kovetkezik.

Megjegyzés. Az elnevezés vektorokra utal, ott valoban egy haromszog harom
oldalarél van szo.

1.2. Kovetkezmény. Tetszdleges a,b valds szdmokra

lla| —1b]] <[a —0].

Bizonyitas. Az allitas azon mulik, hogy
la] < la —b] + 0],
azaz

la] = 1b] <'|a —0].

1.3. Kévetkezmény. (Altalinos eset.) Adottak az ay,as,...,a, valds szd-
mok, akkor
|a1 + ...+ an| < |CL1’ + ...+ |an\,

azaz

n n
2 arl <) laxl.
k=1 k=1
Bizonyitas. Teljes indukciéval, kdnnyen lathato.

1.3. Tétel. (Bernoulli eqyenldtienség.) Tetszdleges nelN termszetes szam és
h > —1 valds szdm esetén teljesil az aldbbi dsszefiiggés:

(1+h)" > 1+ hn.

A fenti kifejezésben eqyenldség akkor és csakis akkor teljesil, ha n = 0 vagy
n=1wvagy h =0.
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Bizonyitas. h = 0 esetén egyenl@ség van.

h # 0 esetén teljes indukcidval latjuk be az allitast.

1. Ha n=1 akkor
(1+h)t=1+h,

tehat az allitas igaz.
2. Tegyiik fel, hogy valamely n-re igaz:
(1+h)" > 1+ hn,

majd tekintsiik az egyenl&tlenség baloldalat n + 1-re:
(1+h)" = (14+h)"(14h) > (14nh)(1+h) = 14+(n+1)h+nh? > 1+(n+1)h.
A fenti atalakitasok soran felhasznaltuk az indukcios feltevést és el-
hagytuk az nh? nemnegativ tagot.

1.4.2. Szamtani és mértani kézép

Tekintsiink két nemnegativ valés szdmot, z,y > 0 Ezek szdmiani kézepe
(szamtani atlaga)

és mértani kézepe (mértani atlaga)
G = /xy.

1.2. Allitas. Tetszéleges x,y > 0 valds szamok esetén

r+y

5 > \/TY,

€s eqyenldség pontosan akkor teljesil, ha x = y.

Az &llitas szemléletes modon igazolhato a 1.2. 4bra alapjan, HF.

A fenti allitast analitikus eszkézokkel altalanos esetben latjuk be.
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X y

1.2. abra. A szamtani és mértani kdzép geometriai dbrazolasa

1.4. Tétel. Legyenek ai,az,...,an > 0 valds szdmok. Ezek szdmtani dtlaga
(mds elnevezéssel szdmtani kozepe)

1
An::al—i_aZj; +an:ﬁzak

és mértani dtlaga (vagy mértani kozepe)

Gy, = Yaras...ay =

Ekkor
A, > G, minden n —re

és egqyenldség pontosan akkor teljesil, ha a1 = a2 = ... = an.

1.1. Lemma. Legyen n > 2 adott természtes szdm. Legyenek xp > 0, k =
1,2,...n olyan szdmok, amelyek kozt van legaldbb kettd kiillonbozd és

T1+T2+ ...+ 2y
n

=1.

Ekkor
T1X9 ... Ty < 1.
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Bizonyitas. Teljes indukciéval latjuk be a lemmat.
1. Han =2, akkor a lemma &llitasa igaz, hiszen a két szam
r1=1+t, To =x —t, t >0,
és ezekre a szdmokra

1-t)(1+t)=1-t*<1.

2. Tegyiik fel hogy valamely rogzitett n-re igaz az allitds. Tekintsiink
n + 1 db szamot, melyek szamtani atlaga 1, és ezeket irjuk az alabbi

alakba:
1 = 1+t
ro = 1419
T, = 14+1t,
Tpy1 = 14+tnm

Ekkor aty,...th4+1 szdmok kdzt van pozitiv es negativ is, mert dsszegiik
0 és nem mind egyforma. Feltehetd példaul, hogy ¢, < 0 < tp41.
Nézziik az n 4 1 tényez8s szorzatot:

T1X2 . T 1T Tl = X122 .. L1 (L + ) (1 + tpt1) <

<T1T9... l‘nfl(l +t, + tn+1),

ahol az utolsd tényezsbdl elhagytuk a t,t,+1 < 0 tagot. A szorzat
utolsd tényezsjét jeldlje xy = 1 4+ t, + tp41. Ekkor egy n tényezss
szorzatunk van, a tényez6k Osszege:

ritxot. . Arp_1+1tty a1 = (n=1)+t1 .. At 1+ 14+t +tpt1 = n.

Tehat adott n db szam, z1, 22, ..., Tn—1, Z), melyek atlaga 1. Ha az igy
kapott szamok egyformak, akkor szorzatuk = 1. Ha nem egyformék,
akkor az indukciés feltevés miatt szorzatuk< 1.

Ezek utan megfogalmazhatjuk az fenti lemmat kicsit altalanosabban:
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1.2. Lemma. Legyenck x;, > 0, k= 1,...n olyan szdmok, amelyekre

x| +x2+ ...+ 2Tp

=1.
n
Ekkor
T1T2 ... Ty < 1.
A Tétel bizonyitasa. Ha adottak az aq,aq,...,a, szamok, akkor legyen
K — a1+a2+...+an’
n
és legyenek
ak
= —= k=1,...n.
Tk K7 )
Ekkor
ayt+ax+---+ay
1 t+axo+---+x, = =n,
K
ezért

T1+x2+--+2xp
n

=1,
igy alkalmazhatjuk ezekre a szamokra a 1.2. lemmat. Tehat
T1T9...Tn < 1,

azZaz
aiag...a
¥<

Kn -
s ezt az egyenl6tlenséget dtrendezve kapjuk a Tétel allitasét:

n n n

Hak < <Zk:1ak> '
n

k=1
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2. fejezet

Sorozatok, végtelen sorok
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2.1. Szamsorozatok

2.1.1. Alapfogalmak

2.1. Definici6. Szdimsorozaton eqy olyan hozzdrendelést értink, melyben min-
den nelN természetes szimhoz hozzdrendelink egy valds szimot. Az (a) so-
rozat n-dik elemét a,, jeloli, az egész sorozatot (ay)-nel jelolyiik.

2.2. Definicié. Az (ay) sorozat korldtos ha létezik K szdm, hogy |an| < K
minden nelN esetén.

2.3. Definici6. Az (a,) sorozat monoton névé, ha n < m esetén a, =
A (Nagyobb indexhez nem kisebb elem tartozik.) Az (an) sorozat monoton
fogyo, ha n < m esetén a, = an (nagyobb indexhez nem nagyobb elem
tartozik.)

2.1.2. Hatarérték

Arra lesziink kivancsiak, hogy n novelésével mi torténik az a, szamokkal.

Példa. Egy aeR irraciondlis szam esetén legyen a, az els6 n db jegy a
végtelen tizedestort felirdsaban. Ekkor a, "egyre kézelebb keriil" a-hoz. Ezt
igy jelolhetjiik: a, — a.
Miel6tt pontosan definidlnank a hatarértéket, egy-két példat tekintiink.
1. Példa. Legyen a,, = 1/n. Legyen £ > 0 tetszéleges és a (—¢, ¢) interval-
lumot tekintjiik. Ekkor megadhato egy N kiiszobindex, amire aye(—e, ¢)
éspedig ha

N > [1/e] + 1,

akkor
1 1

— < <
N S[/g+1°°
s6t minden n > N-re aye(—¢, €), tehat a,, — 0.
2. Példa. Legyen

an = (—1)"

)

S|
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azaz a sorozat
1 1 1 1

) 55 —§§ 1% —53----
Ekkor is igaz, hogy a, — 0 mert minden € > 0-hoz létezik N kiiszdbindex,

amire teljesiil, hogy ha n > N esetén |a,| < ¢.

3. Példa. Legyen

1
—  ha n = 2k
2n
an =
— ha n=2k+1
A sorozat elemei
1 1 1 1 1
a1 =1, a9==; a3=—=; Q4= —; a5 = —;...
1 y U2 47 3 37 4 87 5 57
Most is igaz, hogy a, — 0
4. Példa. Legyen
n 1
an = =1- .
n+1 n—+1

Ekkor a,-nek az 1-t6] vald eltérése csokken és tart a 0-hoz. Igy a, — 1.

5. Példa. Legyen p > 0 tetsz6leges rogzitett szam és legyen a, = {/p, hova
tart a sorozat? Ha példaul p = 2 akkor a sorozat

a1:2, GQZ\/i, agz\g/i,...

3 eset van:

1. Hap=1,ekkora; =as=a3=...=1, igy ap, — 1.

2. Ha p > 1, ekkor {/p > 1, ez felirhat6 Osszegként:

(l/f):l‘{'hna

ahol h,, > 0. Igy p = (1 + h,)", és a Bernoulli egyenl6tlenséget alkal-
mazva
p=04hy)" >nh,+1,
azaz atrendezve
p—1
n

b,

A
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Mivel

ezért h, — 0. igy most is /p — 1.

3. Ha p < 1, akkor 1/p > 1, tehat a 2. esetnél lefrtak miatt

i
P

7\L/T_ 1
p YD

2.4. Definici6. Legyen (a,) egy sorozat. Azt mondjuk, hogy az (a,) so-

is teljesiil. Mivel
ezért /p — L.

rozat konvergens, és hatdrértéke az A szdm, ha ez rendelkezik a kévetkezd
tulajdonsdggal: minden & > 0-hoz létezik N = N (e) (egy e-tdl fiiggé N kiis-
z0bindex) melyre minden n > N esetén

lan, — A| < e.

Ezt igy jelolyik

lim a, = A.
n—oo

2.1. Allitas. Ha egy sorozatnak van hatdrértéke, akkor a hatdrérték egyér-
telmd.

Bizonyitas. Indirekt uton. Tegyiik fel, hogy két szam is rendelkezik a
fenti tulajdonsiggal, jeldlje ezeket A < B. Vélasszuk meg az e-t ugy, hogy
e < (B—A)/2legyen. Ekkor az (A—e, A+e¢) ésa (B—e, B+e¢) intervallumok
diszjunktak, (nincs kézos elemiik). ELLENTMONDAS

6. Példa. Legyen
n?—1
an = —5———.
n‘+n+1

Ekkor
n2+n+1—n—2_1 n-+ 2

n24+n+1 —n2+n+1:

ap = — Tn.
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Mivel
tve 0< n—+2 < 2n 1
r, — ——mMmM8M8 _— = —
" n24n+1 202

és 1/n — 0 ezért (ay, — 1) — 0, azaz a, — 1.
2.5. Definicié. Ha (a,) nem konvergens, akkor divergensnek nevezziik.

2.6. Definici6. Az (a,) sorozat a +00-be divergdl ("a, minden hatdron til
né"), ha minden KeR korldthoz megadhaté N = N(K) kiiszobindex, hogy
ha n > N akkor a, > K. Ezt igy jeldlyik

lim a, = +oo.
n—oo

Hasonldan, az (an) sorozat a —oo-hez divergdl, ha minden K-hoz létezik

N = N(K) kiiszobindex, melyre ha n > N(K), akkor an, < K. Jele

lim a, = —oo.
n—oo

Egy mésik fajta divergencia, amikor a sorozat elemei tobb pont koriil tor-
lédnak. Péld4ul, ha
an, = (—1)",

akkor ennek a sorozatnak elemei:
—1; 1; —1; 1; —1; 1;....

Nyilvan nem konvergens.
Definicié (El6z6 definicio atfogalmazasa, a hatarérték altalanos definicioja)
Azt mondjuk, hogy

lim a, = A,
n—oo

ha A-nak tetszéleges U kornyezetéhez megadhato egy N = N(U) kiiszobin-
dex, melyre minden n > N esetén apeU.

Ez a definici6 alkalmazhato AeR vagy A = £oo esetén is.
Megjegyzés. Emlékeztetiink ra, hogy a kornyezetet definicidja szerint véges

Amellett U = (A—¢,A+e¢), igy

anel <= |a, — A| <e.
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Ha A = 400 akkor ennek a kornyezetei a U = (K, 00) alakt jobbrol végtelen
intervallumok. Ekkor
anel  <—  a, > K.

Megjegyzés. Konvergens sorozatbdl akarhany elemet elhagyunk, az konver-
gens marad, és ugyanahhoz a szamhoz fog tartani, mint az eredeti.

Példa. Tlyen sorozat lehet b, = a2, vagy b, = an+100

2.1.3. Konvergens sorozatok tulajdonsagai

2.2. Allitas. Ha egy sorozat konvergens, akkor korldtos.

Bizonyitas. Tekintsiink egy konvergens sorozatot, legyen (a,) konvergens,

lim a, = A.
n—oo

Ekkor ¢ = 1-hez is létezik N, hogy ha n =2 N akkor |a, — A| < 1, azaz
A-1<a, < A+1. Legyen

m = min{a, : n < N}, M = max{a,: n < N}.

Mas szoval, legyen m a fenti intervallumon kivil esé elemek koziil a legkisebb,
és legyen M a kiviil es6 elemek koziil a legnagyobb. Legyen tovabba

k = min{m, A — 1}, K = max{M, A+ 1}.

Ekkor
k<a, <K, nelN.

Az eredeti definiciora hivatkozva, ha
L = max([k[, |K]),

akkor
lan| < L, nelN.

Megjegyzés. Az allitas forditva nem igaz: ha egy sorozat korlatos, nem biztos,

n

hogy konvergens. Példaul az a, = (—1)" sorozat korlatos, de nem konver-

gens.
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2.3. Allitas. 1. Ha egy (ay,) sorozat monoton novd és feliilrél korldtos,
akkor konvergens.

2. Ha egy (ay) sorozat monoton fogyo és alulrdl korldtos, akkor konver-
gens.

Bizonyitas. Az allitas két része nyilvan ekvivalens. Belatjuk példaul az 1.
részt.

Tekintsiik a kovetkezs halmazt:
H = {a, : nelN}.

Ekkor a H halmaz feliilrsl korlatos, és létezik sup(H) = A. Ez azt jelenti,
hogy minden € > 0-ra A — ¢ nem fels§ korlat, tehat létezik H-ban ennél
nagyobb elem, példaul ay > A —e. A monotonitas miatt teljesiil az is, hogy
an 2 ay han > N azaz a, > A —¢e. Mivel a, £ A minden n-re teljesiil, igy

A—e<apSA<A+e ha n> N.

Példa. Gyakorlatokon belattuk, hogy

1 1
1+ )< (14—t N
(+n) (+n+ﬁ ; ne

és hogy

1
—)" < 4, nelN.
n

1 n
an:(1—|—>
n

sorozat monoton néve és feliilrsl korlatos, tehat konvergens.

1+

Ez azt jelenti, hogy az

2.7. Definicié. Az e - Euler-féle szdmot - gy definidljuk, mint a fenti so-
rozat hatdrértéke:

n—oo

1
e im (14 n)

(e = 2,718281..., egy irraciondlis szam.)
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2.1.4. A hatarérték alaptulajdonsagai

2.4. Allitas. Legyen adott két konvergens sorozat (a,) és (by),

lim a, = A lim b, = B.

n—oo n—oo

Ekkor

1. Tetszdleges celR esetén (cay,) is konvergens, és

lim ca,, = cA.
n—oo

2. (an + by) is konvergens, és

lim (ay, + b,) = A+ B.

n—oo
3. (anby) is konvergens, és

lim (anb,) = AB.

n—00
Bizonyitas.
1. Legyen € > 0 tetsz6leges. Be kell latnunk, hogy
lca, — cA| < e

teljesiil bizonyos n indextél kezdve. ¢ = 0 esetén az allitas triviélis.
Ha ¢ # 0, akkor az (a,) sorozatot tekintve az £/|c| szamhoz létezik N
kiiszobindex, melyre minden n > N esetén

€

la, — Al < —.
]

Igy ha n > N, akkor

9

lcan — cA| = |c||an — A] < |c]— =e.

]
2. Tetsz6leges € > 0 szam esetén £/2-hez IN7, hogy ha n > Nj, akkor

9
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Hasonl6an 3Na, hogy ha n > Ny, akkor
€
|bp, — B| < 7

Tgy N = max(Ny, No) véalasztassal n > N esetén

!an+bn—(A+B)]§|an—A|+|bn—B|<%+%:a.

3. A tulajdonsig bizonyitasdhoz elGszor egy lemmat latunk be.

2.1. Lemma. Ha

lim a, =0, lim b,=208
n—oo n—oo

akkor (anby) is konvergens, és

lim (anby) = 0

n—oo

Bizonyitas. Mivel a (b,) sorozat konvergens, ezért korlatos is, tehat
létezik egy olyan KelR, K > 0, hogy

|bn| < K, VnelN.
Masrészt tetszbleges € > 0-hoz létezik NelN kiiszobindex, hogy

lan, — 0] < Vn > N.

£
K )
A fenti egyenlétlenségeket felhasznalva azt kapjuk, hogy:
€

KK:a

lanbn, — 0| = |anbn| = |an||bn| <
Ebbél pedig kovetkezik, hogy

lim (a,b,) = 0.

A 3. tulajdonsdyg igazoldsa. Irjuk fel az alabbi azonossagot:
anb, — AB = ay (b, — B) + B(a, — A.)

A jobboldal mindkét tagja az el6z6 lemma alapjan 0-hoz tart.
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2.5. Allitas. (Alaptulajdonsdgok folytatdisa) Adott két konvergens sorozat

(an) és (bn)z
lim a, = A lim b, = B.

n—oo n—oo

FEkkor

lim |a,| = |A]|.
n—oo

5. Tegyik fel, hogy A #0 és a, # 0. Ekkor

8. Az el6z0 feltételekkel

Bizonyitas.
4. A haromszég-egyenl6tlenség alapjan
llan| = [A[] < |an — Al
Legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor AN, hogy minden n > N esetén
lan, — Al < e,

és emiatt
llan| — Al <e.

5. TFeltehetjiik, hogy A > 0 és a,, > 0. Felhasznaljuk, hogy
1 1, a,— Al

a, A anA

Elészor a nevezst becsiiljiik. Az € = A/2-hoz létezik Np, hogy ha

n > N7 akkor y y
n A_*yA A
ane( 5 +2)

azaz
A

an>§
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€
Az 2/ A -hez is 1étezik Na, melyre n > Na esetén

3
|an—A| < 5 -
A?

Legyen N = max(Ny, N2). Ekkor n > N esetén az eredeti becslést

folytatva
la, — Al 11 2 e 2
Bn =2l < ap — A= = |an — A]—= < — = =
lan||A] — @ |Aé [an |A2 2 A c

Példa. Az (a,,) sorozatot rekurzivan definialjuk. Legyen

ar = 1
244
M %Z, n>1 (2.1)

El6szor belatjuk, hogy monoton névé, azaz a, < ap41 teljesiil minden n-re.

Valéban, teljes indukcidval:

1. a1=1,a2= % ezért a1 < ag teljesiil.

2. Tegytik fel, hogy belattuk méar, hogy a, > an—1.A sorozat nyilvan

pozitiv taga. Ekkor

2 2
ac+4  as_,+4
U1 = n4 > n—1 = a,

az indukciés feltétel miatt.

Belatjuk azt is, hogy a sorozat korlatos: igazoljuk, hogy a, < 2 teljesiil

minden n-re. Ezt is teljes indukciéval bizonyijuk.

1. n=1rea; =1<2,igyigaz.

2. Tegyiik fel hogy a, < 2 és a sorozat pozitiv taga. Ekkor

a%+4<4+4:2

an+1 = 4 4
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A sorozat monoton nové és feliilrsl korlatos, ezért konvergens. Legyen

A= lim a,
n—oo

a hatérértéke. Az eredeti rekurzios (2.1) egyenletben hatarértéket véve azt
kapjuk, hogy

. a% +4 A%?244

lim =

n—oo 4

9

ezért
A% +4

A
4

tehat A = 2.

2.1.5. Rész-sorozatok

Adott (ay) sorozat. Egy indez-sorozatot ugy definidlunk, hogy minden kelN
természetes szdmhoz hozzarendeliink egy ng-val jeldlt indexet, hogy

ng<nge <...<ng<mNgti,---

teljesiiljon. A részsorozat elemei ap,, Gny, pg, . .. lesznek.

Pl. (agy) a péaros indexti tagokbol allo részsorozat: ag, aq, ag, . . ..
2.1. Tétel. Minden sorozatnak van monoton részsorozata.

Bizonyitas. A sorozat egy a, elemét csiicsnak nevezziik, ha
ap > Ay YM > n,

azaz az utdna kovetkezd elemek kozt nincs nala nagyobb. Két esetet kiilon-
boztetiink meg.

1. Ha végtelen sok csiics van, akkor legyenek ezek indexei n; < mg < ng <
.... Ekkor az (an, ) részsorozat monoton fogyo.

2. Ha csak véges sok cstcs van, akkor legyen az utolsd cstics indexe n, ha
egyaltalan nincs csics, akkor n = 0. Definialjuk ni-t, mint n; := n + 1.
Ekkor, mivel a,, nem csics, ezért van nala nagyobb elem, a,, > ay,, ahol
ng > ny. Hasonl6an, mivel a,, nem cstcs, ezért van an,, melyre ns > ng és

(py > Gp,. Igy tudunk monoton nove részsorozatot konstrudlni.
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2.2. Tétel. Bolzano- Weierstrass tétel. Minden korldtos (ay,) sorozatnak van

konvergens részsorozata.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel szerint van (an,) monoton részsorozat, amely
szintén korlatos. Ezért konvergens is.

2.1.6. Cauchy sorozatok

2.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy (a,) eleget tesz a Cauchy feltételnek, ha
minden € > 0-hoz AN kiiszobindex, N = N(g), melyre teljesiil, hogy minden
n,m > N esetén |a, — anm| < €. Ha eqy sorozat kielégiti a Cauchy feltételt,
akkor Cauchy sorozatnak nevezzik.

2.3. Tétel. Ha (a,) konvergens, akkor Cauchy sorozat.

Bizonyitas. Legyen

lim a, = A,
n—oo

és legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor az /2 szamhoz létezik egy N kiiszobindex,
melyre n > N, m > N esetén
€ €
—A|l < o, — Al < -
|an | 5 |am | 5
Ekkor a haromszogegyenl6tlenség miatt
€

B E.

an = am| = |(an = A) + (A= am)| < lan = Al + |am — A < 5 +

2.4. Tétel. (Az el6z6 Tétel megforditisa) Ha (an) Cauchy sorozat, akkor

(an) konvergens.
Bizonyitas. Két segedallitast (lemmaéat) fogunk belatni a bizonyitas soran.
2.2. Lemma. Ha (a,) eleget tesz a Cauchy kritériumnak, akkor korldtos.

Bizonyitas. Az ¢ = 1-hez létezik N index, melyre minden n > N esetén
apne(ay — 1,any + 1), Az intervallumon kiviil csak véges sok eleme van a
sorozatnak, ezért van legnagyobb és legkisebb kozottiik. Tehat

K = max{lan| + 1,|a1], ..., |lan—1]}

korlatja a sorozatnak.
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2.3. Lemma. Ha egy (a,) Cauchy sorozatnak van konvergens (ay, ) részso-
rozata, €s

hm ap, = A,
k—o0

akkor a sorozat is konvergens, és

lim a, = A.
n—oo

Bizonyitas. Legyen € > 0 tetszGleges. Ekkor a részsorozat konvergenciaja
miatt létezik Ny index, melyre

5
|an, — A| <3 ha ng > Nj.
Mivel (ay) Cauchy sorozat, ezért létezik No index, melyre
5
|an — am| <§, ha n,m > Ns.

Legyen N = max{Nj, No} Ekkor minden n > N esetén létezik ny > n > N.
Igy

13 g
‘an_A’:‘(an_ank)'i‘(ank_A)’ < ‘an_ank‘+’ank — Al < §+§:

A Tétel bizonyitdasa. Az (ap) Cauchy-sorozat, tehat korlatos. A Bolzano-
Weierstrass tétel miatt 1étezik (ay,, ) konvergens részsorozat, és ekkor az ere-
deti sorozat is konvergens.

2.1. Kévetkezmény. (a,) konvergens <= (a,) Cauchy sorozat.

Példa. Legyen

—zn:l 1+ SR
=> 7= gt

Becsiiljiikk meg az n-dik és 2n-dik tag kiilonbségét:

i ! ! + 1 +.. + > + +.. .+ L L

A2pn—0n = — > — ——n— —.

2n—tn L2 _Hk: n+1 n+2 2n  2n 2n 2n 2
n

Tehat azt kaptuk, hogy

Aon — Gp > 3 Vn,
ezért példaul az € = 1/2 esetén sem teljesiil a Cauchy kritérium, tehat (ay,)

nem konvergens.
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2.1.7. Konvergens sorozatok tovabbi tulajdonsagai

2.6. Allitas. (Konvergencia monotonitisa) Tegyiik fel, hogy az (a,) és (by)
sorozatok konvergensek, jeldlje

lim a, = A, lim b, = B.
n—oo n—oo
Ha
an < by, Vn,
akkor A < B.

Bizonyitas. Triviélis.
Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy bar a feltételben szigoru egyenlétlenség all,
hatarértékben egyenlség is el6fordulhat. Példaként nézhetjiik az

1 1
an — -3 < bn = —
n n
sorozatokat. Nyilvan
1 1
) < — n > ].,
n n
és hatarértékben ) .
lim — = lim — =0.
n—oo N n—oo n,

2.5. Tétel. (Renddr-elv) Tegyiik fel, hogy az (ayn) és (by) sorozatok kozre-
fognak egy harmadik sorozatot:

an < cp < by, VnelN.
Tegyiik fel, hogy (ay) és (by) konvergens sorozatok ugyanazzal a hatdrértékkel

lim a, = A, lim b, = A.

n—oo n—oo

Ekkor (cy,) is konvergens, és

lim ¢, = A.
n—oo
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Bizonyitas. Legyen € > 0 tetszbleges. Ekkor létezik Nj kiiszébindex,
melyre
la, — A| <e han> Ny,

specialisan a, > A — . Hasonléan 9Ny, melyre
|b, — A| <e han> Ny,
specidlisan b, < A + e. Ekkor n > max(Ny, N2) esetén
A—e<apn<c, <b,<A+e,
amibdl a konvergencia kovetkezik.

Megjegyzés. A fenti tételek akkor is igazak, ha a feltételek nem minden
nelN-re teljesiilnek, hanem csak egy bizonyos N-t&l kezdve.

Példa. Legyen a, = {/n. Belatjuk, hogy lim a, = 1. Azt tudjuk, hogy
n—oo
1 < ap, minden n > 1-re. Ekkor

" 1...+1
| <ay, = \/ﬁ.ﬁ.1....1g\/ﬁ+ﬁ; +1_

2 2 2 n-2 2
_nmgn2 2 o2 2,

A szamtani és mértani kozép kozti egyenlséget hasznaltuk. Azt kaptuk,
hogy

2
l1<a, < —+1.
n

f
Legyen: b, = 1 (minden eleme 1) és ¢, = 2/y/n + 1. Mindkét sorozat

hatéarértéke 1, és b, < a, < ¢, minden n-re. Ekkor lim b, =1, lim ¢, =1,
n—oo n—oo

1
ezért lim a, = 1. Hasonléan belathaté: lim — = 1.
n—oo n—oo \”/ﬁ

Példa. (Az el6z6 példa kovetkezménye.) Legyen p > 0 tetszéleges, a, := {/D,
lattuk, hogy nILIgO ¥/p = 1, most masképp is belatjuk. Tetszéleges p > 0
esetén igaz, az 1/n < p < n bizonyos N utan (azaz N index, hogy 1/n <
p < n, minden n > N esetén). Ekkor:

ol N

\/;<(7ﬁ<\/ﬁ,
és emiatt

< i vp < 1.

ts g vpst
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2.1.8. Nullsorozatok

2.9. Definicié. Az (a,) konvergens sorozatot nullsorozatnak nevezzik, ha
hatdrértéke 0, azaz minden € > 0-hoz AN = N(e) kiiszobindez, hogy minden
n > N-re |ay| < €.

2.7. Allitas. 1. (an) konvergens és hatdrértéke A azzal ekvivalens, hogy
b, = a, — A nullsorozat.

2. Tegyiik fel, hogy (an) nullsorozat, (by,) korldtos sorozat. Ekkor az (anby)
1s nullsorozat, azaz
lim a,b, = 0.

n—oo

3. Tegyiik fel, hogy (ay) divergens és lim a, = co. Legyen

n—oo
1
—, ha a, >0
Gn,
b, ==
0, ha a, <0

Ekkor lim b, =0, azaz (by) nullsorozat.

4. (an) pontosan akkor nullsorozat ha (|a,|) nullsorozat.

5. Legyen (a,) divergens sorozat, lim a, = oo. Legyen (by) alulrdl kor-

n—oo
ldatos sorozat, melynek alsd korldtja pozitiv. Ekkor:

lim a,b, = occ.
n—oo

Bizonyitas.

2. Ha (by) korlatos, akkor |b,| < K, minden n-re. Tetsz6leges ¢ > 0
esetén a ¢/K-hoz létezik N: minden n > N,

13
|an| < ? .
Ekkor

g
[anba] = lanlbal < =K =e.
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3. Legyen € > 0 tetsz6leges. Mivel a,, — +00, ezért K = 1/e-hoz IN =
N(K) kiiszobindex, hogy minden n > N-re a,, > K(> 0). Ekkor

1 1
|bn| =

<—:5
a, ~ K

5. Legyen (by,) egy pozitiv also korlatja k:

Legyen KelR tetszbleges szam, (K > 0). Ekkor K/k-hoz 3N kiiszob-
index, ha n > N, akkor a,, > K/k. Ekkor:

K
anby > ?k:K

2.8. Allitas. (Osszehasonlité kritériumok)

1. Tegyiik fel, hogy (ay) nullsorozat, (by) olyan sorozat, melyre (|b,|) <
(lan|) minden n-re (rogzitett N mellett minden n > N-re). Ekkor
lim b, =0

n—oo
2. Tegyiik fel, hogy (ay) 0o-be divergdl, azaz lim a, = +o0o, és AN indez,
n—oo
han > N, akkor b, > a,. Ekkor lim b, = +o0.
n—oo

Megjegyzés. A lim apb, ="c0” -70” tipusu hatarérték "barmi" lehet (—oo
n—oo
nem).

Emlékeztetiink arra, hogy

0, ha |p| <1

1 h =1
lim p" = ’ S
n—00 0, ha p>1

divergens, ha p< -1

1. Példa. Legyen a, = np™. Belatjuk, hogy ha 0 < p < 1, akkor

lim np™ = 0.
n—oo

Atirjuk a sorozat elemeit ilyen alakba:

an =np" = (np)".
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Mivel /n tart az 1-hez, ezért IN kiiszobindex, hogy ha n > N, akkor
Un < %. Ezekre az n-ekre

1
| /np| < =p=1.
p
Tehét 1étezik 0 < ¢ < 1, melyre

Unp < q< 1.
Ezért 0 < an, < @™, han > N, igy a rendérelv alapjan lim a, = 0.
n—oo

1*. Példa. Legyen kelN tetszOleges természetes szam, és tekintsiik az a, =
nFp" sorozatot, 0 < p < 1. Ekkor lim a, = 0.

n—oo

Bizonyitas. Az el6z6 esethez hasonléan a, = (VnFp)". Mivel ¥/n — 1,
ezért VnkF — 1, és emiatt Vnk < %, ha n > N. A bizonyitas ugyanigy
megy, mint az el6z6 esetben.
2. Példa. Legyen
3n

ap = —.
n!
Belatjuk, hogy lim a, = 0. Legyen n > 3. Ekkor

n—oo

- (553

B 3n 3-3-3-...-3 3333 3
=193 n 1-2.3.....n ‘123717 n

2%, Példa. Legyen a > 0 tetszsleges.
an
ap = —,
n!

ekkor lim a, = 0 most is igaz.
n—oo

2.1.9. Szamtani Atlag-sorozatok

2.9. Allitas. Adott (a,) nullsorozat. Legyen

Ekkor lim A, = 0.

n—oo
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Bizonyitas. Legyen € > 0 tetszGleges.

1, < 1 «
|An| = ﬁ\ Zak| < ;Z\ak\-
k=1 k=1

Az £/2-héz létezik N kiiszobindex, hogy ha n > N, akkor |a,| < §. Ezekre
az n indexekre
lai| + ...+ lan| + lans1| + - - . + |an] < gK_i_gn—N - EK_*_E
n n 2 n n 2
ahol |a,| < K felsg korlat. Ha

|Ap| <

INK
n > = Nl,
€
akkor
Ng<t
n 2
tehat, ha n > Ny, akkor
e €
|An‘ < 5 + 5 =g,

ezzel az allitast belattuk.

Megjegyzés. Az allitas megforditasa nem igaz!

A,—0 » a,—0.

Ellenpélda: Ha a, = (—1)", akkor

0, ha n=2k

An: 1 )
—, ha n=2k+1
n

tehat A, — 0, bar az eredeti sorozat divergens volt.

2.2. Kovetkezmény. Legyen (an) konvergens, lim a, = A. Ekkor a szam-
n—oo
tani dtlag sorozatra lim A, = A.
n—oo
Bizonyitas. Felhasznaljuk, hogy lim a, = A azzal ekvivalens, hogy (a, —
n—oo
A) nullsorozat. Legyen ugyanis b, := a,, — A. Ennek a sorozatnak a szamtani
atlag sorozata
bi+-4+b, a—A+...an—A a1+ ---+ay
B?’L = = frnd

n n n

— A



2.1. SZAMSOROZATOK 41

Az el6z6 tétel alapjan
lim B, =0,

n—oo

ahonnan azonnal kovetkezik, hogy

lim A, = A.

n—oo

2.10. Allitas. Legyen (ay) pozitiv tagi sorozat, és
G, = VYai...a,
a mértani dtlagok sorozata. Tegyik fel, hogy (an) nullsorozat, ekkor

lim G, =0.

n—oo
Bizonyitas. A szamtani-mértani kdzép kozti egyenlGtlenség miatt
0 <Gy < Ay,

és mivel A, nullsorozat, ezért G, is az.

2.1.10. Torlédasi pont

2.10. Definici6. Legyen (ay) egy sorozat, és teR egy valds szdm. Azt mond-
Juk, hogy t torléddsi pontja (ayn)-nek, ha t barmely kornyezetében végtelen sok
tagja van a sorozatnak.

Més szavakkal a torlédasi pont azt jelenti, hogy minden € > 0 esetén a
(t — e,t + ¢) intervallumban a sorozatnak végtelen sok tagja van. Lényeges
kiilonbség a hatarértékhez képest, hogy a hatarérték tetszélges kornyezetén
kiviil csak véges sok tagja lehet a sorozatnak.

Példa. Tekintsiik az a, = (—1)" sorozatot. Ennek két torlodasi pontja van,
tlzléstngl.

Példa. "Osszefésiilt sorozatok". Legyen

1
Gp = —
n
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Definialjunk egy harmadik sorozatot a kovetkezéképpen:

ar ha n=2k
Cp =
bp ha n=2k+1

A (c¢y) sorozatnak két torlodési pontja van, 0 és 1.

2.11. Allitas. Ha az (a,) sorozat konvergens, akkor egyetlen torléddsi pont-
ja van.

Megjegyzés. A fenti &llitas megforditdsa nem igaz. Legyen a sorozat

1
-, ha n=2k+1
n

Qp 1=

(-=1)"?n ha n =2k

A sorozat elemei tehéat

A sorozatnak egyetlen torlodési pontja van, a 0, de nyilvin nem konvergens,
hiszen nem korlatos.

2.11. Definicié. Ha a torldddsi pontok halmaza felilrél korldtos, akkor en-
nek a legkisebb felsd korldtjat limes superiornak nevezziik. (A torldddsi pontok
sup-ja). Jelilése

lim sup(a,) = lim(ay,).

Ha a torloddsi pontok halmaza alulrél korldtos, akkor ennek a legnagyobb alsd
korldtjdt limes infimumnak nevezzik, ennek jeldlése

liminf(a,) = lim(a,).

2.2. Végtelen sorok

Emlékeztetiink ra, hogy sorozat valos szdmok rendezett halmaza volt. Sor
alatt valds szamok Osszegét értjiik, ahol az 6sszeadandok szdma végtelen:

ar+ay+az+...+ap....
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Formalisan, végtelen sor alatt egy
o
D
n=1

alaki végtelen Osszeget értiink. Az a kérdés, hogy milyen értelmet
donithatunk egy ilyen végtelen Gsszegnek.

2.2.1. Végtelen sor konvergenciija

43

tulaj-

2.12. Definicié. A fenti végtelen sor konvergens, ha a részletésszegek soro-

zata
n
=Y a
k=1

konvergens. Ekkor azt mondjuk, hogy a sor dsszege
o0
Zan = lim s,.
n—oo
n=1

1
Példa. Legyen a, = o @ végtelen sor

Lol
T

Ekkor

B I S  CTEE SO N )
T Ty T T T g 2 T ) T\ ) T

mivel egy mértani sorozat elemeit adtuk dssze. Tehat (sy,) konvergens,

tart, igy
oo
1
E — =1.
2n
n=1

Példa. Legyen a, = (—1)" , ekkor a végtelen sor

—14+1-141-14+1-1+4....

1
~ o

1-hez
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A részletdsszegek sorozata:

0 ha n =2k
Sp =

—1 ha n=2k+1

Igy az s, sorozat nem konvergens, a végtelen sor dsszege nem létezik.

2.13. Definici6. Ha a részletisszegek (sn) sorozata mem konvergens, akor
azt mondjuk, hogy a végtelen sor divergens.

Példa. Mértani (geometriai) sor . Legyen a, = ¢" '

Kérdés, mennyi az
alabbi Osszeg:

l+qg+g*+...=2

Az els6 n tag Osszege

2 ne1_ 1—q"
Sp=14+qg+q¢ +...4+¢q :1—q’ ha ¢ # 1.
lgy
L ha gl <1
1—gq 4

7 ha ¢<-1
2.12. Allitas. Ha (Z ap) konvergens, akkor (ay) nullsorozat.

Bizonyitas. Legyenek

n n—1
sn:Zak, Sn:Zak n > 2.
k=1 k=1

Ekkor mivel
lim s, =S lim S, =5

n—oo n—oo
ezért

lim a, = lim (s, — S,) =0.
n—oo n—oo
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Megjegyzés. Az éllitas megforditdsa nem igaz, ha (ay) nullsorozat, akkor
(>~ ay) altalaban nem konvergens.

Példa. Tekintsik a

=1
> -
n=1

végtelen sort. A sor elemei 0-hoz tartanak. A részletosszegek sorozata
n
1
Sp = —.
n Z k
k=1

Errél mar belattuk, hogy nem konvergens.

Példa.
D e T
nn+1)

n=1

Elemi tortekre bontva

_ 1 - <1 1 )
Sp = = - — | =
P E(k+1) P kK k+1
1 1 1 1 1 1
1— - - — = .. - — =1-
( 2)+(2 3)+ +(n n+1) n+1’
ezért
lim s, = 1.
n—oo

A sorozatoknal tanultakbdl kovetkezik, hogy a végtelen sor pontosan akkor
konvergens ha (s,,) teljesiti a Cauchy-féle feltételt.

Cauchy feltétel sorokra. A (Z an) végtelen sor teljesiti a Cauchy feltételt,
ha minden € > 0-hoz létezik olyan N = N(¢) kiiszobindex, melyre minden
n > m > N esetén

n

|ami1 4 an| =1 Y axl <e.
k=m+1

Ez azt jelenti, hogy a N kiiszébindex utan akarhany elemet adunk Ossze, az
Osszeg kisebb lesz, mint €.
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2.2.2. Osszehasonlité kritériumok

Az alabbi két tétel azonnal kovetkezik a sorozatokra igazolt 6sszehasonlito
kritériumokbol.

2.6. Tétel. (Majordns kritérium) Tegyiik fel, hogy adott két sor, melyek ele-
meire teljesil, hogy 0 < b, < a, minden n-re. Ha (D> a,) sor konvergens,
akkor (D by) is konvergens.

Megjegyzés. az allitds tigy is igaz, ha a feltétel a koévetkezs: INelN, hogy
minden n > N-re teljesil 0 < b, < ay.

2.7. Tétel. (Minordns kritérium) Tegyiik fel, hogy b, > a,, minden n-re.
Ha (> ay) divergens és

[e.e]

S o= oo

k=1

akkor (D> by) is divergens, és a 6sszege +00.

Példa.

1
22
n=1

konvergens-e? Felhasznaljuk azt a becslést, hogy

1 < 1 > 9
— < — n> 2.
n? " nn-1) -

Ekkor alkalmazhatjuk a majoranskritériumot, hiszen a
> T
= n(n—1)

sor konvergens. Tehat belattuk, hogy

OOE i < 00
n?2 ’
n=1
Megjegyzés. Lattuk, hogy

1 =1
n=1

n=1
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A kés6bbiek soran be fogjuk latni, hogy a

o0

sor akkor konvergens, ha a > 1.

Példa. Végtelen tizedestortek értelmezése. Egy végtelen tizedestort a (0, 1)
intervallumban igy irhaté:

o)
O,alagag... :Zaklo_k, ()Sak < 9.
k=1

A fenti sort majoréalni tudjuk, a

o0
9 Z 107% < 00
k=1

mértani sorral, tehat konvergens.

Példa. Képezziink sokszoget egy szabélyos, a oldala, T' teriiletd haromszog-
bél a kovetkezd rekurziv eljarassal:

1. Osszunk minden oldalt 3 egyenl§ részre.
2. Minden kozéps6 oldal szakaszra illessziink szabélyos haromszoget.

3. Ismételjiik meg az el6z6 1épéseket.

Az igy kapott sokszdg az tgynevezett Koch-gérbe. Mennyi az igy kapott
alakzat keriilete és teriilete?

EAES

2.1. abra. A Koch gérbe konstrukcidjanak elss 5 1épése.

Megoldds:
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1. A Koch-gorbe keriiletét egy sorozat hatarértékeként kapjuk. Minden
lépésben minden oldal hossza % -szoroséra né, mivel minden oldal

kozépss harmadéat néla kétszer hosszabbra cseréltiik. A keriilet tehat:

K = 3a lim <;l> = 00

n—oo

2. A Koch-gorbe teriilete geometriai sor hatarértékeként all els. Az egyes
lépésekben tjonnan illesztett haromszogek szdma az oldalszammal egyenld
(azaz lépésenként 4-szeresére n6), terilete az el6z6 haromszogek terii-
letének é—szerese. E két tényezs figyelembevételével a teriilet hatarér-
tékére felirhat6 geometriai sor:

T T T
Too=T - —4 —1 s =
00 +33—|—39 —|—381 6+

k
. T 4 1 3T 8T

Megjegyzés. Erdekes belegondolni abba a ténybe, hogy a kapott alakzat
véges teriiletét dnmaga kicsinyitett masaibol el6alld végtelen hosszi gorbe
hatarolja. A Koch-gorbe tipikus példdja az énhasonlé fraktéloknak.

2.2.3. Abszolat konvergens sorok

2.14. Definici6. A (D ay) végtelen sor abszolit konvergens, ha az abszolitér-
tékekbsl dllo (> |an|) sor konvergens.

2.13. Allitas. Ha (3 ay) abszolit konvergens, akkor konvergens is.

Bizonyitas. Belatjuk a Cauchy kritérium teljesiilesét. A haromszogegyen-

16tlenség miatt
n n

D awl < Y s

k=m+1 k=m+1
és a jobboldal tetszGlegesen kicsi lehet elegendfen nagy m < n esetén az

abszolut konvergencia miatt.

Az allitas megforditdasa nem igaz, latunk majd ra ellenpéldat.
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2.15. Definicio. A (> ay,) végtelen sor feltételesen konvergens, ha konver-
gens, de nem abszolit konvergens.

2.2.4. Hanyados-kritérium

2.8. Tétel. 1. Tegyiik fel, hogy
190t < g <1

n

teljesiil minden n-re ahol qe(0,1) n-tél figgetlen szdm. Akkor a sor
abszolit konvergens.

2. Tegyiik fel, hogy

a
R N
n
Akkor a sor divergens.
Bizonyitas.
1. A feltétel szerint
a2
=] < ¢
a1
as
=] < ¢
a2
an+1
== < ¢
Gnp,

Ezeket Gsszeszorozva azt kapjuk, hogy

‘ An+1

| <q¢",
al

azaz |ant1| < la1]g". Igy a majoranskritérium szerint az abszolutertékekbal
all6 sor konvergens.

2. Ha

2 > 1,

n
akkor |ant1| > |ayn|, tehat (a,) nem lehet nullsorozat. (Példaul az
€ = |ai|-hez mér nincs olyan N kiiszobindex, hogy |a,| < € teljesiilne

n > N mellett.)



50 2. FEJEZET. SOROZATOK, VEGTELEN SOROK

Megjegyzés. FElegendd a fenti tételben, hogy a feltételek bizonyos n > N
esetén teljesiilnek.

Megjegyzés. A tétel els6 részéhez fontos a ¢ < 1 szam létezése, nem elegendd

azt mondani, hogy
a
’ n+1’ < 1.

n

Példa. Legyen a, = 1/n. Ekkor

= 00,

S|

[e.e]
n=1
és itt a hanyadosra mindig teljesiil, hogy

an+1 N

— <
anp, n—+1

)

de nem tudunk kozos ¢ < 1 fels§ korlatot mondani. A sor nem konvergens,
mint mar lattuk.

2.9. Tétel. (Hdnyados-kritérium gyengitett vdaltozata. Jhdanyadoskritérium!gyengitett
Tegyiik fel, hogy létezik a

lim |22 = 4
n—0o0 QAp

hatdrérték. Ekkor

- ha A <1, akkor a sor abszolit konvergens,
- ha A > 1, akkor a sor divergens,

- ha A =1, akkor a sor lehet konvergens és divergens is.

Bizonyitas. Visszavezetjiik az el6z6 tételre.

- Tegyiik fel, hogy A < 1. Ekkor az ¢ = (1 — A)/2-hoz is AN index,
melyre minden n > N esetén:

a
|24 — Al <,

n

azZaz

a
) c A4 e=q< 1.

n
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- Tegyiik fel, hogy A > 1. Ekkor 3N,

a

Y
n

han> N.

- Tegyiik fel, hogy A = 1 Mindkét esetre mutatunk példat.

an = 1/n, ekkor

. Ap+41
lim

n—oo (U,

=1
és

oo
E ap = 00.

Legyen a, = 1/n?, ekkor

és

n—1
Példa. Legyen
1
an = —.
n!
Ekkor a végtelen sor
1 1 1 1
ottt
A hanyados kritérium szerint
1
Unt1 _ (n+1)! _ 1
an - n+1

igy a sor konvergens.

2.14. Allitas.

ol

Legyen
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Bizonyitas. A bizonyitashoz felhasznaljuk, hogy az
1 n
Sp 1= <1 + )
n

sorozat hatarértéke az e szdm,
1 n
lim (1+—) =e.
n—oo n

A binomiélis tételt felhasznalva S, igy irhtao:

1\" 1 nn=1)1 nn-1)(n-2)
<1+n> =14+n—+ ol ﬁ_‘_ 31 +"'+ﬁ:

n

lnn—-1 1nn—-1n-—2
—141+—— + == R
2ln n 3'n n n

Legyen T, az &llitasban szerepld sor részletdsszeg sorozata:
n
1
L= %
k=0

Az el6z6ekben azt lattuk be, hogy
Sn < T, VnelN.

Ebbél kévetkezik, hogy
lim S, < lim T,

n—oo n—oo

azaz
e < lim T,

n—oo

Ahhoz, hogy az allitas teljesiiljon, meg kell mutatnunk, hogy

e > lim T,,.

n—oo

Becsiiljiik az S, sorozatot alulrol a kovetkezGképpen:
1 n(n=1)...(n—m+1)

1\" lnn-—1
14+ — =1+1+—= — +...> 1414+, +—
n 20n n m)! nm

)
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ahol melN rogzitett, m < n. Ha vessziik az egyenl6tlenség mindkét oldalanak
hatérértékét n — oo esetben, akkor a kovetkez6t kapjuk:

1 1
=lm(1+-)">1+1+...+ — = —
e 1m(—|—n) 2141+ 4 E

Mivel a kifejezés minden melN-re igaz, ezért:

1
ezﬂ}inookzom

US|
e > lim —
_mﬂoozk!

k=0

és

US|
< 1 —
o< m 2 g

egyszerre teljesiil, akkor igaz a kdvetkezo:
1
e= ﬂlgnoo kz_o =k

2.2.5. Gyokkritérium

A korabbi fejezetben szerepelt hdnyadoskritérium helyett hasznalhatjuk az
un. gyok-kritériumot. Az alabbi tételek bizonyitasa teljesen hasonld a
hényadoskritériumra vonatkoz6 megfelels tételek bizonyitasdhoz, igy nagy-
részt elhagyjuk.

2.10. Tétel. Adott az (ay) sorozat.

1. Tegyiik fel, hogy {/|an| < q minden nelN-re, ahol a q rogzitett és 0 <
q < 1. Ekkor a (3 an) sor abszolit konvergens.

2. Tegyiik fel, hogy {/|an| > 1, minden nelN-re. Ekkor a (. an) sor
divergens.

Bizonyitas.
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1. A feltétel szerint {/|a,| < ¢, ahol 0 < ¢ < 1, igy igaz az is, hogy
lan| < ¢, VnelN.
Mivel
o
S e
n=1
ezért a majoranskritérium alkalmazéaséaval ebbdl kovetkezik, hogy

e}

Z lan| < oo.

n=1

Az abszolut konvergencia miatt a sor konvergens:

oo

Z ap < 00

n=1

2. Mivel {/|ay| > 1, igy emiatt |a,| > 1, azaz (a,) nem nullsorozat, tehét

o
D an
n=1

sor nem konvergens.

2.11. Tétel. (Gyengitett gyokkritérium) Adott a (Z an> sor. Tegyiik fel,

hogy a
lim {/|an| = A
n—oo

hatdarérték létezik. Ekkor

1. Ha A < 1, akkor a (Z an> sor abszolit konvergens.

2. Ha A > 1, akkor a (Z an> sor divergens.

3. Ha A =1, akkor a kritérium alapjdn nem eldonthetd a sor konvergen-
cidja.
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2.2.6. Leibniz - tipust sorok

2.16. Definici6. Zan Leibniz - tipusi sor, ha az (ay) sorozat rendel-

keztk az aldbbi hdarom tulajdonsdggal.

1. Viltakozo eldjeld, azaz apan41 <0,
2. (lan|) monoton fogyd,

3. (ay) nullsorozat.
2.12. Tétel. A Leibniz -tipusi sor konvergens.

Bizonyitas. Feltehets, hogy a1 > 0, ekkor a paratlan indexid tagokra
asn41 > 0, paros indexd tagokra as, < 0 teljesiil. Képezziik az aldbbi

sorozatokat:
a1 :=a1 +a
! ! 2 = a1 < B
B1 = a1
oo :=a1 +ag+as+a
2 1 2 3 4 = ay < f
B2 = a1+ az + a3

Maésrészt az (ay,) sorozat abszolutérték-monotonitdsa miatt

o < og < ... B1> 02> ...

A Cantor-féle kozospont tételt fogjuk alkalmazni az I} = [, (1], Io =
[, B2], ... intervallum sorozatra. Kénnyen lathato, hogy

- Iny1 C I, egymésba skatulyazott zart intervallumok,
- az intervallumok hossza: |I1| = |az|, |I2| = |as| ..., ezért

lim |I,| =0.
n—oo
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Mivel a Cantor-tétel feltételei teljesiilnek, ezért létezik egyetlen kozds pont,
s, melyre
s = lim «p = lim S3,.

n—oo n—oo

Példa. Tekintsiik az alabbi végtelen sort:

1 1 n 1 1 +
2 3 4
Lathato, hogy ez Leibniz-tipusi, ezért konvergens, létezik a részletosszegek
hatareértéke: -
1 1 1 1
l——+=-—=+...= —1)FZ <
R R D G
k=1
DE!
> 1
> [ =
k
k=1

ahogy kordbban méar belattuk. Tehat ez a sor feltételesen konvergens .

Megjegyzés: A feltételesen konvergens sor 6sszege fiigg az 6sszeadas sorrend-
jétol. Igazolhato, hogy a sor Osszge bdrmi is lehet.
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