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Vonal IR2-ben



Jordan gorbe. Ismétlés
Definicio.
Adott~ : [a, b] — R?,

V(1) = (x(1), ¥(1)), tela, b].

A fiiggvény EK-e JORDAN GORBE.

F={((1) : tefa b]}.




Gorbe ivhossz

[a, b] egy felosztésa: Fp={a=fh <t <..<ltp=>b}.

A gOrbe a megfeleld pontjai P; = (x;, yi), xi = x(t;), yi = y(t)




Gorbe ivhossz

A g0rbe ivhosszat kozelitjik:

A i-edik ivdarab hosszanak kozelitése:

S~ \/ AX)? + (Ayi)? = \/(Xi — Xi—1)? + (yi — Yi—1)?.



igy az ivhossz egy kozelitése:

S(Fn) =) \/(Xk = Xk—1)? + (Vi — Yk—1)?-
P

Mi a hatarérték, ha 6 := max(|tx — tx_1|, k=1,...n) — 07

Allitas. (lvhossz kiszamitasa)

AT SIMA Jordan gérbe ivhossza

b
s = [ V(07 + (v(oyeet




ivhossz kiszamitasa

Bizonyitas. (vazlat)

Z\/Xk*Xk1 + (Vk — Yk—1)? =

n Xe — X, 2 Vi — ¥ 2
_ < K k—1> +< k tk—1> (e — t 1) =
pw fk — tk—1 tk — tk—1

n

=2 \/ (X'(&))2 + (v (1) )2 Aty
k=1

Hataratmenet. /



Vonalintegral IR?-ben



Valés fliggvény vonalintegralja

Adott a sikban egy I Jordan gérbe:

F={y(t) : tefa,b]}, (1) = (x(t), y(1)).

Tfth I sima goérbe, azaz x, y : [a, b] — R differencialhatok.
Legyen R C R?, melyre I C R.
Adott egy f : R — R fliggvény.

/ f(x,y) ds?
J



Fizikai interpretacio
1.) Feladat: hatarozzuk meg az alabbi felllet nagysagat:

S={(x(®),y(t),2) | 0<z<f(x(1),y(t)) &s te[a, b]} .

2.) I =~ hajlitott rid a sikon. A rud sirlsége (x, y)el pontban
f(x,y). == Arudtémege /f(x,y) ds.
r



Valés fliggvény vonalintegralja

[a, b] egy felosztasa: a=fy < t;... < t, = b.

A gbrbe a megfeleld pontjai
Pi = (X, ¥i),
xi = x(t;), yi = y(t)

=Y

(=]

a F Y bt
tio1 4

A vonalintegral kozelitése:

n
[ fcyyds = Sa =310 37) 00— 51+ (v - vir P
r i=1



A felosztashoz tartoz6 kozelitd 6sszeg:

s, :Z”;f(xmi*) | \/(Ag(tf,-)>2+ (AX(J)YM

Ez alapjan a vonalintegral hataratmenettel megkaphato:

b

= /f(x,y) ds:_/ F(x(t), y(1)) - \/x2(1) + y72(t) ot

r a



Valés fliggvény vonalintegralja

Definicio.

Az f fliggvény VONALINTEGRALJA a ' gérbe mentén:

b
/ f(x, y)ds = / F(x(1), (D) /X (02 + y'(t)2at.
r a

Igazolhato, hogy a fent definialt vonalintegral értéke nem fligg a

gbrbe paraméterezésétol.

Példa. Speciélis eset f(x,y) = 1.

Ekkor / 1ds = s(I'), a gérbe ivhossza.
r



Példa

Adott egy félkér alaku rud.

F={x>+y?>=1,y>0}

Surbsege: f(x,y)=1—-y.
Témege /(1 —y)ds.

/
Helyettesités: x(t) = cost, y(t) = sint, te[0, 7.

1/2

Ekkor ds = (X3(t) + y2(t)) '~ dt = dt, ezért

™

/(1—y)ds: /(1—sint)dt:7r—2.

r 0



Potencial keresés



Vektormezd vonalintegralja

F : D — R?, ahol D c R?. A koordinata fliggvények

F(X y): f1(X7y) ‘
’ fQ(va)

Tth F differencialhaté D-ben. Adott I' ¢ D Jordan gérbe.

f1,f2:D—>]R,

/ F? Fizikai hattér: eqgy egységnyi tomegl részecske a I
/

goérbe mentén mozog. Mekkora munkat végez?



Jeldlés r = (x, y). A vektormezd vonalintegralja:

r/F(r)dr.

Ezt kdzelitd 0sszegek hatarértékekeént fogjuk értelmezni.
[a, b] egy felosztasa Fp={a=l,<ti <---<th=b.}
I megfeleld pontjai r; = (x(t), y(t)).

Az integral kozelitd 6sszeg

I(Fp) = z (F(rj),(ri—riy))
i—1



Ezek utan a vonalintegral:

/F(r)dr: nILmOO I(Fn),
/

Tétel. (Vonalintegral kiszamitasa)

A fenti jel6lésekkel és feltételekkel

b
/F(f)dr = /< F(y(1)),4(1) >dt:
r a

b

(f(7(1) X(t) + Ra(x(1)) y(1)) ot

I
D

Példak: gyakorlatokon.



Primitiv fllggvény keresés

Adott RC R? ésf: R— R.

Ha f differencialhat6 a tartomanyban, akkor derivaltja

vektormezé: grad f : R — R2.

Forditott’ kérdés: Adott F : R — R? vektormez6. Van-e olyan

f : R — R differencialhato fliggvény, melyre F = grad f?

Ha a valasz igen, akkor az F vektormezbnek van potencialja.

Ekkor a vektormezd POTENCIALOS.



Tfh F-nek van potencialja. T egy sima gorbe, mely I' C R.
Ekkor

b
/F(f)dl' = /<F(7(T)),"y(t))dt:
r a

b

Ha a g6rbe zart, akkor v(a) = ~(b), és igy az integral 0.

éﬁ F(r)dr = 0.



Tétel.

R c R? egyszeresen 6sszefiiggd tartomany.

Az F vektormezbnek pontosan akkor létezik potencialja, ha

VI C R zart gérbére

Zﬁ F(r)dr = 0.

C



Koévetkezmény. Ha F potencialos, akkor a vektormez6

vonalintegraljanak értéke csak a goérbe végpontjaitdl fligg.

A(x, yy) (‘ B(x3, )

Nevezetesen, ha adott két pont, akkor barmely 6ket 6sszeko6td

gorbe mentén a / F(r)dr vonalintegral értéke ugyanaz.
r



