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Kettds integral alkalmazasa



Térfogatszamitas.

y2 2
Egy ellipszoid S = {(x,y,z) L2 + 2 + 2 < 1}.

Xz y2
Legyen R={(x,y): & + = < 1}, ekkor

2
= {(X,y, z): (x,y)eR, |z] < c\/1— }1;2}

: - s X% 2
Igy a fél ellipszoid térfogata // c/1— 2 2 d(x,y).
R



- 1 [, x2 y?
A fél térfogat: EV = c// 1— P d(x,y).
R

Uj koordinatakat vezetiink be,  és 6:
X =71acosf, y=rbsind, 7€[0, 1], 6¢[0, 27)

A koordinata transzformacio Jacobi determinansa

acosf —rasind
d(X,é/) = det ( ’ ) = abr.

d(r., ) bsing Tbcos#d
. - x2 y? P
Ezért a fél-térfogat, (és m|veI — + i )s

2w

1 1
_ 23
%V:c// 1 — r2abr dfdr = abe 27 [(17)1] _ 2, abe.
00



Kitekintés a harmas integralokra



Haromdimenziods intervallum, ismétlés
TegyUk fel, hogy R = [a1, b1] x [a2, bo] x [a3, b3], azaz
R = {(Xv.yv Z) : Xﬁ[a17b1]7 yG[ag,bg],Z 6[33,b3]}, akabde-

Legyen f : R — R integralhat6 figgvény.

Tétel.
A fenti feltételek mellett
by by by
// f(x,y,2)d(x,y,2) ///fxy, )dz dy dx.
R a; a

Az integralasok sorrendje felcserélheté.



Harmas integral normaltartomanyon. Ismétlés

Tétel.
Adott R={(x,y,2) : (x,¥)eS, F1(x,y) <z < Fa(x, ¥)}.
f: R — R integralhato fliiggveny. Ekkor

Fa(x.y)

//fxy,z)dxy,z)_// / f(x,y,z)dz | d(x,y).

Fi(x.y)
Specialisan, ha S = [a, b] x [c, d], akkor

Fa(x.,y)

b d
/R/ f(x,y,2) d(x,y,z):// / f(x,y,z) dz | dy dx.

¢ \F(xy)



Koordinata transzformacio

Uj koordinatarendszer: (x, y, z) helyett (u, v, w).
x=o(u,v,w), y=V(uv,w), z=ANuv,w).
A transzformacio F : (u,v,w) — (x,y, 2).

Tth F differencialhat6, és Jacobi matrixa nemszingularis,
D(u,v,w) = det J(u, v,w) # 0.

Egy R c R® tartomany 6sképe R’ ¢ R®:

R = {(u,v,w): F(u,v,w)eR}.



Integral transzformacio

Tétel.
R C R3, ésf: R — R integrélhatd. // f(x,y,z)d(x,y,z) ="
R

Az integralban helyetesitink: (x,y, z) helyett (u,v,w):
x=o(u,v,w), y=V(u,v,w), z=ANAuv,w).
A fenti feltételekkel az integral az uj koordinatakban igy irhato

= // f(®(u,v,w),V(u,v,w),\N(u,v,w)) D(u,v,w) d(u, v, w).
R/

ahol R = {(u,v,w) : F(u,v,w)eR}.



Gombi polar transzformacio, példa.

Szamoljuk ki az egységgémb térfogatat.
//]1d(x,y,z):v, R={(x,y,z): x*+y? +22 <1}.
R

A gbmbi koordinatak r, o, 0, az attérés x = rsiny cos¥,
y =rsiny sinf, z=rcos .
A Jacobi determinans D(r, ,6) = r?sin .

A gbémbi koordinatakkal R’ téglalap-tartomany:

R ={r<1,0<p<m 0<0<2r}=[0,1] x [0,7] x [0, 27)

1
-]
00

2 1 g
r’siny df dy dr:27r/r2dr/sin<p dp =
0 0 0

47

3"



Improprius kettds integralok



Nem korlatos fliggvény integralja
R c R? tartomany mérhet6. Tth f : R — R folytonos, kivéve
néhany pontot, ahol nincs véges hatarértéke.
Ry C R, C ...R, C ... C Rolyan tartomanysorozat, hogy

» f folytonos az R, tartomanyon

> lim A(R,) = A(R).
Definicio.

f IMPROPRIUS ERTELEMBEN INTEGRALHATO, ha létezik

= Jim_[[ fxepdix.y)
Rn

és ez fliiggetlen az (R,) halmaz-sorozat megvalasztasatol.



Tétel.

Tegytk fel, hogy van egy olyan (Rn) halmaz-sorozat, amelyre

v

f folytonos Rp-en,

v

R, € Rn1 minden n-re,

v

lim A(Ry) = A(R),

v

és // If(x, y)|d(x,y) < M, valamely n-tél fliggetlen M
Rn

valdés szamra.

Ekkor f improprius értelemben integralhato.



Példa. Hatvanyfliggvény integralja

Legyen
1

D

és az integralasi tartomany

a>0

R={(x,y): 0<x®+y?<1}.

f nincs értelmezve (0, 0)-ban, és kérnyezetében nem korlatos.




Az R tartomanyt kdzelitsiik az aldbbi médon:

Ro={(xy): - <2 ty2 <1},

Ekkor

/fxy (x,y) = // “rdf dr = 2m - /dr<

1/n 0O 1/n
1

y
< 27r/ =] dr. Ez akkor konvergens, ha o — 1 < 1, azaz

0
a < 2.

Kovetkezmény. A hatvanyfliggvény o < 2 esetben improprius

értelemben integralhatd a lyukas egységkéron.



Elégséges feltétel improprius integral |1étezésére

Tétel.

Tth f : R — R folytonos, és nem korlatos valamely (xo, yo)eR

pont kérnyezetében (pl ez az origo).

Tth3da, 0 < a < 2 és AM > 0, melyre

M
(VT 7y

Ekkor f improprius értelemben integralhato.

(X, ¥)] < V(x, y)eR.



Improprius integral nem korlatos tartomanyon
Adott R nem korlatos, és f : R — R folytonos fliggvény.
Tfthvanolyan By C Ro C ... R, C ... C R mérhetd

tartomanysorozat, melyre | | R, = R.
n=1

Ekkor Vn-re véges az integral: //f(x,y)d(x,y).
Definicio.
Ha letezik Iim / f(x,y)d(x,y) és flggetlen az (Ry)

halmaz-sorozat megvalasztasatol akkor f IMPROPRIUS
ERTELEMBEN INTEGRALHATO, és

4/ f(x,y)dR = nILmOOZn f(x,y) dRn.



Példa. Hatvanyfliggvény integralja
Legyen f(x,y) = (\/)@71}/2)0“’ a>0eés

R={(x,y): 1>x%+y?}.

Az integralasi tartomany nem korlatos.
R kdzelitése: R, = {(x,y) : 1 < \/x2 + y2 < n}.

n 2w n oo
//f(x,y)d(x,y) = / /r‘o‘rde dr = 27r-/ra1_1dr < 277-/ roj—_1 ar
Ry 1.0 1 1

1
/roH dr akkor konvergens, haa — 1 > 1,azaz a > 2.
f



Elégséges feltétel improprius integral |1étezésére

Tétel.
R olyan nem korlatos tartomany, melynek lezarasa az origot

nem tartalmazza. Tfth f : R — R fliggvényhez 3o > 2 és M > 0

M
If(x,y)| < wa V(x,y)eR.

Ekkor f improprius értelemben integralhato.
Bizonyitas. Kovetkezik abbdl a ténybdl, hogy a fenti

tartomanyon « > 2 esetén a hatvanyfliggvény improprius

értelemben integralhat6.



Elégséges feltétel, altalanos eset

Tétel.

Tthvanolyan Ry Cc R C ... R, C ... C R mérheté

tartomanysorozat, melyre U R, =R, és3iM > 0:
n=1

[ xyidey <mvn
Rn

Ekkor f improprius értelemben integralhato, és minden (Sp)

tartomanysorozat esetén, a fenti feltételekkel:

Jm [ feyydeey) = ] xy)docy),
Sn R



Példa.

f(x,y) = e~V az integralasi tartomany R = R2.
// e Vd(x,y) =?
R2
Kozelitd tartomany-sorozat: R, = {(x,y) : x® + y? < n?}.

Polarkoordinatakkal: R, = {(r,6)} = [0, n] x [0, 27)

n

//e‘xz‘yzd(x,y) = //e‘rzrd(r,e) :27r/e‘r2rdr:
Ry 0

Rn
_or?1"
:27r[ ° ]
2
0




J[ e ey - [‘eer

Rn
igy az improprius integral értéke:

o X2 1-e "™
// Yd(x,y) =2 IlmT:ﬂ.

n—oo
R2

Méas kozelitd tartomanyok: Sy, = {(x,y) : |x| < m,|y| < m}.

(@

— ScC---CSpc...R?

m=1



Sm = [_m7 m] X [_mv m] igy

m m m 2
//e‘xz‘yzd(x,y): /e"‘zdx /e‘yzdy: (/ e"zdx) .

Sm -m -m —m

Masrészt

i —(x2+y?) — —(x2+y?) _
Jim_ [ e A dixy) = [ e d(xy) ==
Sm R2

Ebbdl azonnal kbévetkezik:

m 2 o0
. _x2 . X2 g
n!inoo(/e dx) =1 = /e dx = /.

—m



