Tobbvaltozos fliggvények integralja.
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Kettds integral



Kettds integral téglalap alaku tartomanyon. Ismétlés

Ha R = [a, b] x [c, d] téglalap-tartomany, f : R — R

integralhaté fliggvény, akkor

//f(x,y) dR
R
//f(x,y) dR
R

Tehat, ebben az esetben "Kettds” integral = "Kett6” integral.
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Integralas normaltartomanyon, ismétlés.
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Tétel.

R egy x szerinti normaltartomany. f integralhaté R-en. Ekkor

b Do(x)

//f(x,y)dR—/ /f(x,y)dy ax,
R
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Példa, ismétlés

Legyen R egy kér, R = {(x,y): x?+y? <4}

Ez egy normaltartomany. Ekkor
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//f(x,y) d(x,y):/ / f(x,y)dy dx.
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Korgylrl alaku tartomany
y

@5) * R={(x,y): 1<x2+y2 <4}
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Kor alaku tartomany masképp

R={(x,y): 0<x?+y?<4]}.
Polarkoordinatakban:
R={(r,0): 0<r<2 0<6<2r}=][0,1] x [0, 27).

TEGLALAP



Korgydrl alakd tartomany masképp

T OR={(xy): 1<x*+y2<4).

ey

Polarkoordinatakban:
R={(r,0): 1<r<2 0<6<2nr}.
R =[1, 2] x [0, 27).

TEGLALAP



Koordinata transzformacio



Helyettesités integralban. Ismétlés

Tétel.
f:[a, b] — R integralhato figgvény. ¢ : [a, 5] — |a, b]

szigoruan monoton és differencialhato, (x = ¢(t)),

Ekkor

b 8 6~(b)
/ F(x)ox = / H(6(1) & (t)alt = /¢ F(6() (t)ct.
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Altalanositas kettds integralra?



Elbkészilet. Homogén linearis transzformacio

Tekintslink egy homogén linearis transzformaciot:

X = au-+bv

y = cu+av

C)r(e) e (20)

Feltessziik, hogy det T # 0, ekkor a leképezés egy-egyértelmd.

Tomoren:



TerUlet valtozas
R C R? tartomany képe R’ = T(R).
Allitas.
Ha R mérhet6, akkor A(R') = det (T) - A(R).
Megjegyzés. Ha a homogeén linearis transzformaciot igy irjuk
x = o(u,v)=au+bv

y = V(u,v)=cu+av,
a b L
akkor T = ( ) = J(u, v), a Jacobi matrix.
c d

det (T) = det J(u, v) = D(u, v).



Altalanos transzformacid, teriilet valtozasa
Tekintstink egy koordinata transzformaciot:
X =®(u,v), y =V(u,v).
Tfh a Jacobi matrix nem szingularis, azaz D(u, v) # 0.

Tétel.
Legyen R C R? mérhetd, ennek 6sképe

R ={(u,v): x=9(u,v),y =V¥(u,v),(x,y)eR}.

Ekkor R’ is mérhet6, és A(R') = // D(u,v)d(u,v).
R/

A(R)://1 d(x,y) = A(R’):// D(u,v)d(u,v)
R 4



Integral transzformacio kettds integralban

Tétel.

R c R?, f: R — R integralhatd. Adott egy koordinéta

transzformacio: x = ®(u,v), y = V(u, v).

Tfh Jacobi matrixa nem szingularis.
o (u,v) @ (u,v

J(u,v) = ol V) Pu(uv) . D(u,v)#0

V(U v) W (u,v)

R az uj koordinatakban: R' = {(u,v) : (®(u,v),V(u,v))eR}.
Ekkor

//f(x,y)d(x,y) = //f(d)(u, V), W(u,v))D(u, v)d(u,v).
R R



Specidlis eset: polarkoordinatak

(x, y) helyett az Uj koordinatak (r, 8), ahol
X = rcosé, y =rsinf.

A Jacobi determinans:

cosf —rsind

D(r,0) =det (

= rcos?6 + rsin?6=r.
sin@ rcos@

igy a megfeleld integral transzformécio:

é/f(x,}/)d(x,}/) = [/f(rcose,rsin 0) r d(r,0).

R = {(r,0): (rcosé, rsinfd)eR}



Példa. f(x,y) = x? — y2.
R egy nyolcadkor.

[0 = yrdten =
R

Polarkoordinatakkal: R = {(r,6): 0<r<2,0<6 < %}.
R az (r,0) koordinatakban TEGLALAP. Ekkor
2 /4
// (x2 — y?)d(x,y) = //r2 (cos? 0 —sin?0) rdo dr =
00
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Polar transzformacio, példa.
Legyen f(x,y) = xy. Az integralasi tartomany egy félkor:
R={(x,y): (x -2 +y*<4, y >0}
Polarkoordinatakban

R = {(r,0):

0§9§%,0§r§4cos€}.
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Ez 6 szerinti NORMALTARTOMANY. igy

//xy dix,y) = 72<4739(r -cosd) (r-sind) -r dr) do =
R

0 0
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Harmas integral



Az integral értelmezése

Tekintsiik egy harom dimenzidés S c R® tartomanyt.

Legyen f: S — R, f(x,y, z) egy ezen értelmezett fliggvény.

A kettds integralhoz hasonléan értelmezhet6 a
[J] fx..2100x.5.2)
s

harmas integral.

1. Iépés. A Jordan-mérték: Killso és belsd kdzelitésekkel,

egyre kisebb oldalt kockakkal térténik. Jeldlés: V(S).



2. lépés. Az integral értelmezése
S korlatos tartomany, f : S — R korlatos figgvény.
S egy felosztasa: S= Sy U...U Sy, aholint §;Nint §; = @.

(&i,mi, Ci)eS;. A felosztashoz tartoz6 RIEMANN OSSZEG:
n
=" (& i, G)V(S)).
i=1

f INTEGRALHATO, ha 3 nlim In, és ftlen a felosztasoktol.
max(é(S,-)iaO

Ekkor ez a hatarérték a harmas integral:

// f(x,y,z)d(x,y, z).
S



A harmas integral fizikai interpretacioja: témeg.
Adott egy szilard test, melyet az S térrész hataroz meg.
Ennek sirlisége pontonkeént valtozik.

Az (x,y, z) pontbeli strliség f(x, y, z). Ekkor a test tomege:

// f(x.y,2)d(x, y.2)
S

Specialisan, f(x, y,z) = 1 esetén a térfogat mérészamat

kapjuk.



Haromdimenzids intervallum
TegyUk fel, hogy R = [a1, b1] x [a2, bo] x [a3, b3], azaz
R = {(X,y, Z) . Xe[a1,b1], ye[ag,bg],z 6[33,b3]}, ak,bde.

R zart és korlatos. Legyen f : R — R integralhaté figgvény.

Tétel.
A fenti feltételek mellett
by by by
// f(x,y,2)d(x,y,2) ///fxy, )dz dy dx.
R a; a

Az integralasok sorrendje felcserélheté.



Normaltartomany

Legyen S ¢ R? mérhetd tartomany az (x, y) sikon.

Definicio.
Az R tartomany (z szerinti) NORMALTARTOMANY, ha a

kévetkezd alaku:

R:{(X,y,Z) : (X,y)ES, F1(X7y)SZ§F2(X7y)}7

ahol Fy, F> : S — R folytonos fliiggvények, melyekre
Fi(x,y) < Fa(x,y) minden (x, y)eS esetén.



Tétel.
Adott R={(x,,2) : (x,y)eS, Fi(x.y) < z < Fa(x,y)}.
f: R — R integralhato fiiggvény. Ekkor

Fa(x.y)

//fxy,z)dxy, // / f(x,y,z)dz | d(x,y).

Speialisan, ha S = [a, b] x [c, d], akkor

F2 X7y)

b d (
/R/f(x,y,z)d(x,y,z)za// / f(x,y,z) dz | dy dx.

¢ \F(xy)



