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Riemann integrál szemléletesen, ismétlés

R ⊂ IR2 mérhető, zárt halmaz. f : R → IR+ folytonos függvény.

Mekkora az f (x , y) felület alatti térrész térfogata, V = V (S)?

S = {(x , y , z) : (x , y)εR, 0 ≤ z ≤ f (x , y)}



A kettős integrál definı́ciója, ismétlés

Definı́ció.

f : R → IR korlátos függvény, R ⊂ IR2 mérhető és korlátos.

R egy felosztása: R = R1 ∪ . . . ∪ Rn, ahol int Ri ∩ int Rj = ∅.

Legyen (ξi , ηi)εRi .

A felosztáshoz tartozó RIEMANN-FÉLE KÖZELÍTŐ ÖSSZEG:

Vn =
n∑

i=1

f (ξi , ηi) · A(Ri).

f RIEMANN-INTEGRÁLHATÓ, ha létezik: lim
n→∞,

max δ(Ri )→0

Vn = V .

Jelölés:
¨

R

f (x , y) dR =

¨

R

f (x , y) d(x , y).



A kettős integrál. Speciális eset.

R téglalap. R = [a,b]× [c,d ].

Az [a,b]-t osszuk n részre, a [c,d ] intervallumot m részre. A

felosztás elemszáma N = nm.

A részintervallumok hossza ∆x =
b − a

n
ill. ∆y =

d − c
m

.

A közelı́tő összeg

VN =
n∑

i=1

m∑
j=1

f (ξi , ηj)∆x∆y .



A kettős integrál, példa

R = [0,1]× [0,1], f (x , y) = x .

A kiszámı́tandó tartomány egy félkocka. (Látjuk: V =
1
2

)



¨

[0,1]×[0,1]

x d(x , y) =?

Egyenletes felosztás, N = n2. Az (i , j)-dik résztartomány

Rij =

[
i − 1

n
,

i
n

]
×
[

j − 1
n

,
j
n

]
A(Rij ) =

1
n2

. A Riemann összegben legyen fi,j = xi .Így

VN =
n∑

i=1

n∑
j=1

1
n2

i
n

=
1
n2

n(n + 1)

2
=

1
2

+
1

2n
→ 1

2
.



Kettős integrál intervallumon
R = [a,b]× [c,d ]. Tfh f szeparálható, f (x , y) = Φ(x) ·Ψ(y).

¨

R

Φ(x)Ψ(y) d(x , y) =?

Egyenletes felosztással:

VN =
n∑

i=1

m∑
j=1

f (ξi , ηj )∆x ∆y =
n∑

i=1

m∑
j=1

Φ(ξi )Ψ(ηj )∆x ∆y =

=
n∑

i=1

Φ(ξi )∆x ·
m∑

j=1

Ψ(ηj )∆y .

Tehát, ebben az esetben ”Kettős” integrál = ”Kettő” integrál :

VN →
¨

R

Φ(x)Ψ(y) d(x , y) =

bˆ

a

Φ(x)dx ·
d̂

c

Ψ(y)dy .



Példa

Az integrálandó függvény f (x , y) = ex−y .

Az integrálási tartomány R = [0,1]× [1,2].

Ekkor ¨

R

ex−y d(x , y) =

1ˆ

0

exdx

2ˆ

1

e−ydy =

= (e − 1) ·
[
−(e−2 − e−1)

]
.



Tulajdonságok. I.

Állı́tás. Tegyük fel, hogy f integrálható R-en. Ekkor

1. ∀cεIR esetén c f integrálható, és
¨

R

cf (x , y) dR = c
¨

R

f (x , y) dR.

2. Ha f és g integrálható R-en, akkor f + g is, és
¨

R

(f + g) dR =

¨

R

f dR +

¨

R

g dR.



Tulajdonságok. II.

3. Ha R = R1 ∪ R2, ahol R1, R2 nem átfedőek, akkor
¨

R

f (x , y) d(x , y) =

¨

R1

f (x , y) d(x , y)+

¨

R2

f (x , y) d(x , y).

3a. Ha A(R2) = 0, akkor:
¨

R

f (x , y) d(x , y)=

¨

R1

f (x , y) d(x , y).

¨

R2

f (x , y) d(x , y)= 0.



4. Ha f ≥ 0, akkor ¨

R

f (x , y) dR ≥ 0.

5. Ha f (x , y) ≥ g(x , y), ∀(x , y)εR-re , akkor
¨

R

f (x , y) dR ≥
¨

R

g(x , y) dR.

Következmény. (Háromszög-egyenlőtlenség.)

¨

R

|f (x , y)|dR ≥

∣∣∣∣∣∣
¨

R

f (x , y) dR

∣∣∣∣∣∣.
Bizonyı́tás. |f (x , y)| ≥ f (x , y) és |f (x , y)| ≥ −f (x , y).



Integrál középértéktétel

Tétel.

1. Tegyük fel, hogy m ≤ f (x , y) ≤ M, ∀(x , y)εR esetén. Ekkor

m · A(R) ≤
¨

R

f (x , y) dR ≤ M · A(R).

2. Tegyük fel továbbá, hogy f folytonos is, valamint R zárt és

összefüggő. Akkor ∃(ξ, η)εR, hogy
¨

R

f (x , y) dR = f (ξ, η) · A(R).



Bizonyı́tás

1. m ≤ f (x , y) =⇒
¨

R

m d(x , y)≤
¨

R

f (x , y) d(x , y).

Továbbá
¨

R

m d(x , y) = m · A(R).

2. A W2 tétel miatt ∃(x1, y1) és ∃(x2, y2), melyekre

m = min
R

f (x , y) = f (x1, y1), M = max
R

f (x , y) = f (x2, y2).

Jelölje

κ :=
1

A(R)

¨

R

f (x , y) dR =⇒ f (x1, y1) ≤ κ ≤ f (x2, y2).

A Bolzano tétel szerint ∃(ξ, η), melyre f (ξ, η) = κ.



Integrálás téglalap alakú tartományon

R = [a,b]× [c,d ] és f : R → IR integrálható függvény.

Tétel.

∀yε[c,d ] esetén értelmezzük ezt a függvényt:

Φ(y) :=

bˆ

a

f (x , y)dx

Ekkor Φ : [c,d ]→ IR integrálható és

d̂

c

Φ(y)dy =

¨

R

f (x , y) dR.



Fordı́tva is igaz, ha ∀xε[a,b] esetén definiáljuk

Ψ(x) :=

d̂

c

f (x , y)dy ,

akkor Ψ : [a,b]→ IR integrálható:

bˆ

a

Ψ(x)dx =

¨

R

f (x , y) dR.

Tehát ha R = [a,b]× [c,d ] téglalap-tartomány, akkor

¨

R

f (x , y) dR =

bˆ

a

d̂

c

f (x , y) dy dx =

d̂

c

bˆ

a

f (x , y) dx dy .

Megjegyzés. Az integrál kiértékelése ”belülről-kı́vülre” megy,

bˆ

a

d̂

c

f (x , y) dy dx =

bˆ

a

 d̂

c

f (x , y)dy

 dx .



Példa

Legyen f (x , y) = x2 + 4y , és R = [−2,2]× [1,3]. Ekkor

2ˆ

−2

3ˆ

1

(x2 + 4y) dy dx =

2ˆ

−2

[
x2y + 2y2

]y=3

y=1
dx =

=

2ˆ

−2

(2x2 + 16)dx = 2
(

16
3

+ 32
)
.

Fordı́tott sorrendben

integrálva: ugyanez

az eredmény.



Integrálás normáltartományon I.

Definı́ció.
Egy R ⊂ IR2 halmaz x szerinti normáltartomány, ha: ∃[a,b] és

∃Φ1,Φ2 : [a,b]→ IR szakaszonként folytonos függvények, melyekre

Φ1 ≤ Φ2,

R = {(x , y) : a ≤ x ≤ b, Φ1(x) ≤ y ≤ Φ2(x)}.



Tétel.

R egy x szerinti normáltartomány. f integrálható R-en. Ekkor

¨

R

f (x , y) dR =

bˆ

a

 Φ2(x)ˆ

Φ1(x)

f (x , y)dy

 dx ,



Integrálás normáltartományon II.

R ⊂ IR2 y szerinti normáltartomány, ha

∃[c,d ] és ∃Ψ1,Ψ2 : [c,d ]→ IR függvények, Ψ1 ≤ Ψ2, melyekre

R = {(x , y) : c ≤ y ≤ d , Ψ1(y) ≤ x ≤ Ψ2(y)}.

(Az ábrán c és d fel vannak cserélve.)



Tétel.

f integrálható R-en, ahol R y -szerinti normáltartomány. Ekkor

¨

R

f (x , y) d(x , y) =

d̂

c

 Ψ2(y)ˆ

Ψ1(y)

f (x , y)dx

 dy .

(Az ábrán c és d fel vannak cserélve.)



Példa

R háromszög alakú tartomány, csúcsai: (0,0), (a,0) és (a,a).

Ekkor R mindkét változó szerint normáltartomány, éspedig

R = {(x , y) : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ x},

R = {(x , y) : 0 ≤ y ≤ a, y ≤ x ≤ a}.



Adott f : R → IR, ezen értelmezett függvény. Ekkor
¨

R

f (x , y) dR =

aˆ

0

xˆ

0

f (x , y)dy dx =

aˆ

0

aˆ

y

f (x , y)dx dy .

Ha speciálisan f (x , y) = φ(y) alakú, akkor
aˆ

0

aˆ

y

φ(y)dx dy =

aˆ

0

φ(y)(a− y)dy .



Példa. Határozzuk

meg f (x , y) = xy in-

tegrálját a háromszög-

tartományon:

¨

R

xy d(x , y) =

aˆ

0

 xˆ

0

xydy

 dx =

aˆ

0

(
x · y2

2

∣∣∣∣y=x

y=0

)
dx =

=

aˆ

0

x3

2
dx =

a4

8
.



Tipikus hibák!

¨

R

f (x , y) dR =

aˆ

0

( xˆ

0

f (x , y)dy
)

dx .

¨

R

f (x , y) dR =

aˆ

0

( aˆ

y

f (x , y)dx
)

dy .

¨

R

f (x , y) dR =

aˆ

0

�aˆ

0

f (x , y)dy dx .

¨

R

f (x , y) dR =

�xˆ

0

aˆ

y

f (x , y)dx dy .



Példa

Legyen R egy kör, R = {(x , y) : x2 + y2 ≤ 4}.

Ekkor

¨

R

f (x , y) d(x , y) =

2ˆ

−2

√
4−x2ˆ

−
√

4−x2

f (x , y) dy dx .



Körgyűrű alakú tartomány

Legyen R körgyűrű:

R = {(x , y) : 1 ≤ x2+y2 ≤ 4]}.

¨

R

f (x , y) dR =

−1ˆ

−2

√
4−x2ˆ

−
√

4−x2

f (x , y)dydx +

1ˆ

−1

−
√

1−x2ˆ

−
√

4−x2

f (x , y)dydx+

+

1ˆ

−1

√
4−x2ˆ

√
1−x2

f (x , y)dydx +

2ˆ

1

√
4−x2ˆ

−
√

4−x2

f (x , y)dydx .
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