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Riemann integral szemléletesen, ismétlés

R c R? mérhetb, zart halmaz. f : R — R™ folytonos fiiggvény.

Mekkora az f(x, y) felllet alatti térrész térfogata, V = V(S)?

z=f(xy)

S={(x,y,2): (x,¥)eR, 0 <z <f(x,y)}



A kettds integral definicidja, ismétlés

Definicio.

f: R — R korlatos fiiggvény, R C R? mérheté és korlatos.

R egy felosztasa: R = Ry U ... U Ry, aholint R;Nint R; = @.
Legyen (&, ni)eR.

A felosztashoz tartozé RIEMANN-FELE KOZELITO OSSZEG:

V=Y (&,m) - ARy).
i—

f RIEMANN-INTEGRALHATO, ha létezik: nim V,=V.

max §(R;)—0

Jelélés://f(x,y) dR = //f(x,y) d(x,y).
R R



A kettOs integral. Specialis eset.

R téglalap. R = [a, b] x [c, d].
Az [a, b]-t osszuk nrészre, a [c, d| intervallumot m részre. A
felosztas elemszama N = nm.

b=ay ay-9=C

A részintervallumok hossza Ax =

A kozelitd 6sszeg

Vv = (&, m)Axay.

©T i=1 j=1




A kettds integral, példa

R =10,1] x [0,1], f(x,y) = x.

A kiszamitand6 tartomany egy félkocka. (Latjuk: V = %)



xd(x,y)=?
[0,1]x[0,1]

]
A(Rj) =

. A Riemann Gsszegben legyen f; ; = x;.Igy

n n .
17 Ann+l) 1 1 1
V: _—— = — = — J— —.
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Kettds integral intervallumon
= [a, b] x [c, d]. Tth f szeparalhatd, f(x, y) = ®(x) - W(y).

[ eeovmdixy) =2
R

Egyenletes felosztassal:

vN—Zfo,,n/ Ax Ay = ZZcb &)V (n)Ax Ay =

i=1 j=1 i=1 j=1

=Y B(E)Ax- Y W(n)Ay
i=1 j=1

Tehat, ebben az esetben "Kettds” integral = "Kett6” integral:

VN — // d(x,y) = /b (x)dx-/d\ll(y)dy.



Példa

Az integralandé fuggvény f(x,y) = e* V.
Az integralasi tartomany R = [0, 1] x [1,2].

Ekkor 1

2
//ex‘y d(x,y) = /exdx/e‘ydy:

R 0

=(e—1)- [—(e“?—eq)} .



Tulajdonsagok. I.

Allitas. Tegy(k fel, hogy f integralhaté R-en. Ekkor

1. VceR esetén cf integralhato, és

[/cf(x,y) dR = clf(x,y) dR.

2. Ha f és g integralhatdé R-en, akkor f + g is, és

4/(f+g)dﬁ:é/fdﬁ+é/gdﬂ.



Tulajdonsagok. .

3. Ha R = Ry U Ry, ahol Ry, R, nem atfeddek, akkor

[y = [ty iy [[ ey dixy)
R Ry Ry

3a. Ha A(Rz) = 0, akkor: //f(x,y) d(x,y)= //f(x,y) d(x,y).
R Ry

//f(x, y)d(x,y)=0.
Ro



4. Ha f > 0, akkor

// f(x,y)dR > 0.

R

5. Ha f(x,y) > g(x,y), Y(x, y)eR-re , akkor

//f(x,y) dR > //g(x,y) dR.
R R

Kovetkezmény. (Haromszdg-egyenlétlenség.)

[[1teyiar= | [[ x.y) am
R

R
Bizonyitas. |f(x, y)| > f(x.y) és [f(x,y)| > —f(x. ).




Integral kbzépértéktétel

Tétel.

1. Tegylk fel, hogy m < f(x,y) < M, V(x, y)eR esetén. Ekkor
m-AR) < //f(x,y) dR < M- A(R).
R

2. Tegylik fel tovabba, hogy f folytonos is, valamint R zart és

0sszefliggd. Akkor 3(¢,m)eR, hogy

J] foxyydr=tten) - AR)
R



Bizonyitas
Lm<fioy) = [[mdeps< [ ey dixy)
R R
Tovébbé//md(x,y) =m-A(R).
R

2. A W2 tétel miatt 3(xq, y1) és I(xz, y2), melyekre
m=minf(x,y) =1f(x,y1), ~ M=maxf(x,y)=f(xe, ye).
Jeldlje

K= A&?)é/f(x’y) dR = f(x1,y1) < k < f(x2,)2).

A Bolzano tétel szerint 3(¢, n), melyre f(£,n) = k.



Integralas téglalap alaku tartomanyon

R =[a, b] x [c,d] és f: R — R integralhato fliggvény.

Tétel.

Vyelc, d] esetén eértelmezziik ezt a fliiggveényt:

b
d(y) ::/f(x,y)dx

Ekkor ¢ : [c, d] — R integralhato és

d

[ ewiay = [[ ey o
c R



Forditva is igaz, ha Vxe[a, b] esetén definialjuk

d
W(x) = / (x, y)dy.

b
akkor V : [a, b] — R integralhato: /\U(x)dx = //f(x7y) dR.
a R

Tehat ha R = [a, b] x [c, d] téglalap-tartomany, akkor

b d d b
é/f(x,y) dF?:a/c/f(x,y) ady dx:c/a/f(x,y) dx dy.

Megjegyzés. Az integral kiértékelése "bellilrol-kivilre” megy,

b d b /d
//f(x,y) dy dx:/ (/ f(x,y)dy) ax.



Példa
Legyen f(x,y) = x? + 4y, és R =[-2,2] x [1, 3]. Ekkor

2 2

3

y=3

/ (x2+4y)dydx:/[x2y+2y2} dx =
y=1

21

2

:/(2x2+16)dx:2 (?Jrsz).

Forditott sorrendben

integralva:  ugyanez

az eredmény.



Integralas normaltartomanyon |.

)
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Definicio.
Egy R c R? halmaz x szerinti norméltartomany, ha: J[a, b] és
Jd4, 5 : [a, b] — R szakaszonkeént folytonos fliggvények, melyekre

¢ < Py,

R={(x,y):a<x<b, ¢1(x) <y < dy(x)}.



Tétel.

R egy x szerinti normaltartomany. f integralhaté R-en. Ekkor

b [ ®2(x)

//f(x,y)dR:/ /f(x,y)dy ax,
R

a  \®(x)



Integralas normaltartomanyon |l.

R c R? y szerinti normaltartomany, ha

d[c, d] és V4, V5 : [c,d] — R fliggvenyek, V1 < W,, melyekre
R={(x,y):c<y<d Vi(y) <x<Va(y)}

(Az abran c és d fel vannak cserélve.)



?/
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Tétel.

f integralhatoé R-en, ahol R y -szerinti normaltartomany. Ekkor

//f(x,y) d(x,y) :/d ll7(}/)7‘(x,y)dx dy.
R ¢ W)

(Az abran c és d fel vannak cserélve.)



Példa

R haromszég alaku tartomany, csucsai: (0,0), (a,0) és (a, a).

g

Ekkor R mindkét valtoz6 szerint normaltartomany, éspedig

R = {(x,y): 0<x<a 0<y<x},
R = {(xy): 0sy<a y<x<aj.



Adott f: R — R, ezen értelmezett figgveny. Ekkor

//f(x,y) dR = /a /Xf(x,y)dy dx = i /af(x,y)dx dy.
R 00 0y

Ha specialisan f(x, y) = ¢(y) alakd, akkor

/a/a o(y)dx dy = /a¢>(y)(a—y)dy-
0y 0



Példa. Hatarozzuk
meg f(x,y) = xy in-
tegraljat a haromszdog-

tartomanyon:
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Tipikus hibak!

'! //f(xy)dR:j(]f(xy)dy)dx
R 0 0
0 T_ //f(x y) dFu’:/a</af(x y)dx)dy
R 0 ¥
//f(x,y) dR = jff(x,y)dy dx.
R 00
%



Példa
Legyen R egy kér, R = {(x,y): x?+y? <4}

Ekkor




Korgylrl alaku tartomany
y

&\// X,y): 1< xP+y? <4},

Legyen R korgyura:

J/

1 V/4—x2 1 —V/1-x2
//f(x y) dR:/ / f(x,y)dydx+/ / f(x, y)dydx+
A 2 \/ax2 S a

4—x2 4—x2

1
+/ fxydydx+/ / f(x, y)dydx.
—1

V1 4—x2
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