Integralszamitas. 1. rész.

2018. aprilis 12.



Terlletszamitas

f:[a, b] — R* korlatos fliggvény.
Mennyi a figgvény grafikonja és az x tengely kozti tertilet?
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Riemann integral, ismétlés
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F: Az 6sszes lehetséges felosztas.
Legyenek
s =sup{s(F) : FelF}, S =inf{S(F) : FelF}.

Ekkor s < S.



Riemann integral, ismétlés

Definicio.
Ha s =S, akkor az f : [a, b] — R Korlatos fliggvény

RIEMANN - INTEGRALHATO.

A fliggvény Riemann integralja

b
/ f(x)dx =s=S.



Jordan mérték IR?-ben

Kérdés: R? bizonyos korlatos részhalmazainak mértéke?

~ Terlletszamitas.
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Mekkora a terllete?



Jordan mérték IR?-ben

R C R? esetén a mértéket A(R) fogja jeldIni. Mit varunk?
1. A(R)>0

2. Ha R egy 0 oldalu négyzet, akkor mértéke legyen
A(R) = 2.

3. Ha
RiN R, Cc OR UORy,

(azaz a k6z6s pontok csak hataron lehetnek), akkor :

A(R1 @] Rg) = A(R1) + A(Hg)



Jordan mérték R?-ben
Adott egy R C R? tetsz8leges korlatos halmaz.

0. lépés. Tekintsiik a sik négyzetracsos felosztasat az

x=0,+1,4+2 ... ésy =0,+1,+2,... egyenesekkel.

A, (R): azon négyzetek terllete, melyek benne vannak R-ben.
Aj (R) : azon négyzetek tertilete melyek nem diszjunktak R-0l.
Nyilvan Ay (R) < Aj (R).



Jordan mérték IR?-ben

1. lIépés. Finomitjuk a felosztast, a négyzetracs oldalait

megfelezzik.

A7 (R) azon négyzetek teriilete, melyek benne vannak R-ben

A (R) azon négyzetek teriilete, melyek nem diszjunktak R-t6l.



Jordan mérték IR?-ben

Es igy tovabb.
Az n-dik lepésben a négyzetek oldala 1/2". Definialjuk:

Ay(R),  Ay(R)

(A5 (R)) monoton ndvo és felllrdl korlatos, ezért létezik

A~(R) = lim A-(R).

n—oo
(A7 (R)) monoton fogy6 és alulrdl korlatos, tehat Iétezik

A*(R) = lim AS(R).

n—oo



Jordan mérték IR?-ben

A-(R) < AL(R) Vn,m, — A (R) < A"(R).

Definicio.
Ha A= (R) = A™(R), akkor az R halmaz JORDAN MERHETO, és

Jordan mértéke



Jordan mérték IR?-ben

Példa nem mérhetbé halmazra.

R:={(x,y):0<x,y <1, x,yeQ}.

Ekkor A, (R) = 0, hiszen ...

Masrészt A} (R) = 1, hiszen ...

AT(R) # A~ (R) tehat a halmaznak nincs mértéke.



Jordan mérték IR?-ben

A Jordan mérték kiterjesztése a korabbi a terulet-fogalomnak:

Allitas. Legyen f : [a, b] — R integralhaté fiiggvény.

S={(x,y):a<x<b, 0<y<f(x)}

Ekkor A(S) — /  fx)dx.

a




Riemann integral kétvaltozoés fliggvényekre

R c R? mérhetb, zart halmaz. f : R — R™ folytonos fiiggvény.

Mekkora az f(x, y) felllet alatti térrész térfogata, V = V(S)?

z=f(xy)

S={(x,y,2): (x,¥)eR, 0 <z <f(x,y)}



A kettds integral kdzelitése

R egy felosztasa: R = Ry U...U Ry, aholint R;Nint R; = &
m; :Inf{f(X,y) : (X’y)ERi}a M; :SUp{f(X,y) : (X’y)ERI'}'

Ekkor sn_ZA
i=1



Definicid.
Egy R c R? halmaz ATMEROJE

d(R) = sup{||Pi — Pz|| : P41, P2eR},

A FELOSZTAS FINOMSAGA 6(F) = _max 5(Ry).
1=

.....

f folytonos R-en, ezért egyenletesen is folytonos. =— Ve > 0-hoz
36 > 0, hogy ha §(F) < 4, akkor M; — m; < e.

n n
Ekkor S, — sp= > A(R)(M;—mj) < Y A(R)e ==-AR).

i=1 i=1
Ezért

sup{s, : neN} = inf{S, : neN}.

Az imént definialt térfogatot igy jeldljik: V(S) = // f(x, y)dR.
R



A kettds integral

Definicio.
f: R — R Kkorlatos fiiggvény, R C R? mérheté és korlatos.
Legyen (&;,mi)eR;. A flggvenyeérték f; := (&, n;).

A felosztashoz tartozé RIEMANN-FELE KOZELITO OSSZEG:
n
Vo= fi- AR).
i=1

f RIEMANN-INTEGRALHATO, ha létezik:  lim V= V.

max §(R;)—0

Je/c'ilés://f(x,y) dR://f(x,y) d(x,y).
R R



A kettds integral

Kdvetkezmény.

Ha f folytonos fliggvény, ET Jordan mérhetd, akkor f ezen a

tartomanyon integralhato is.

Példa. Legyen f(x,y) =1, V(x, y)eR esetén.

[/ 1dR = A(R).

Ekkor
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