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Területszámı́tás

f : [a,b]→ IR+ korlátos függvény.

Mennyi a függvény grafikonja és az x tengely közti terület?



Riemann integrál, ismétlés

F: Az összes lehetséges felosztás.

Legyenek

s = sup{s(F) : FεF}, S = inf{S(F) : FεF}.

Ekkor s ≤ S.



Riemann integrál, ismétlés

Definı́ció.

Ha s = S, akkor az f : [a,b]→ IR korlátos függvény

RIEMANN - INTEGRÁLHATÓ.

A függvény Riemann integrálja
ˆ b

a
f (x)dx = s = S.



Jordan mérték IR2-ben

Kérdés: IR2 bizonyos korlátos részhalmazainak mértéke?

≈ Területszámı́tás.

Mekkora a területe?



Jordan mérték IR2-ben

R ⊂ IR2 esetén a mértéket A(R) fogja jelölni. Mit várunk?

1. A(R) ≥ 0

2. Ha R egy δ oldalú négyzet, akkor mértéke legyen

A(R) = δ2.

3. Ha

R1 ∩ R2 ⊂ ∂R1 ∪ ∂R2,

( azaz a közös pontok csak határon lehetnek), akkor :

A(R1 ∪ R2) = A(R1) + A(R2).



Jordan mérték IR2-ben

Adott egy R ⊂ IR2 tetszőleges korlátos halmaz.

0. lépés. Tekintsük a sı́k négyzetrácsos felosztását az

x = 0,±1,±2, . . . és y = 0,±1,±2, . . . egyenesekkel.

A−0 (R): azon négyzetek területe, melyek benne vannak R-ben.

A+
0 (R) : azon négyzetek területe melyek nem diszjunktak R-től.

Nyilván A−0 (R) ≤ A+
0 (R).



Jordan mérték IR2-ben

1. lépés. Finomı́tjuk a felosztást, a négyzetrács oldalait

megfelezzük.

A−1 (R) azon négyzetek területe, melyek benne vannak R-ben

A+
1 (R) azon négyzetek területe, melyek nem diszjunktak R-től.



Jordan mérték IR2-ben

És ı́gy tovább.

Az n-dik lépésben a négyzetek oldala 1/2n. Definiáljuk:

A−n (R), A+
n (R)

(A−n (R)) monoton növő és felülről korlátos, ezért létezik

A−(R) = lim
n→∞

A−n (R).

(A+
n (R)) monoton fogyó és alulról korlátos, tehát létezik

A+(R) = lim
n→∞

A+
n (R).



Jordan mérték IR2-ben

A−n (R) ≤ A+
m(R) ∀n,m, =⇒ A−(R) ≤ A+(R).

Definı́ció.

Ha A−(R) = A+(R), akkor az R halmaz JORDAN MÉRHETŐ, és

Jordan mértéke

A(R) := A+(R) = A−(R).



Jordan mérték IR2-ben

Példa nem mérhető halmazra.

R := {(x , y) : 0 ≤ x , y ≤ 1, x , yεQ}.

Ekkor A−n (R) = 0, hiszen ...

Másrészt A+
n (R) = 1, hiszen ...

A+(R) 6= A−(R) tehát a halmaznak nincs mértéke.



Jordan mérték IR2-ben

A Jordan mérték kiterjesztése a korábbi a terület-fogalomnak:

Állı́tás. Legyen f : [a,b]→ IR+ integrálható függvény.

S = {(x , y) : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f (x)}.

Ekkor A(S) =

ˆ b

a
f (x)dx .



Riemann integrál kétváltozós függvényekre

R ⊂ IR2 mérhető, zárt halmaz. f : R → IR+ folytonos függvény.

Mekkora az f (x , y) felület alatti térrész térfogata, V = V (S)?

S = {(x , y , z) : (x , y)εR, 0 ≤ z ≤ f (x , y)}



A kettős integrál közelı́tése

R egy felosztása: R = R1 ∪ . . . ∪ Rn, ahol int Ri ∩ int Rj = ∅.

mi = inf{f (x , y) : (x , y)εRi}, Mi = sup{f (x , y) : (x , y)εRi}.

Ekkor sn =
n∑

i=1

A(Ri)mi ≤ V (S) ≤
n∑

i=1

A(Ri)Mi = Sn.



Definı́ció.
Egy R ⊂ IR2 halmaz ÁTMÉRŐJE

δ(R) = sup{‖P1 − P2‖ : P1,P2εR},

A FELOSZTÁS FINOMSÁGA δ(F) = max
i=1,...,n

δ(Ri).

f folytonos R-en, ezért egyenletesen is folytonos. =⇒ ∀ε > 0-hoz

∃δ > 0, hogy ha δ(F) < δ, akkor Mi −mi < ε.

Ekkor Sn − sn =
n∑

i=1

A(Ri)(Mi −mi) ≤
n∑

i=1

A(Ri)ε = ε · A(R).

Ezért

sup{sn : nεIN} = inf{Sn : nεIN}.

Az imént definiált térfogatot ı́gy jelöljük: V (S) =

¨

R

f (x , y)dR.



A kettős integrál

Definı́ció.

f : R → IR korlátos függvény, R ⊂ IR2 mérhető és korlátos.

Legyen (ξi , ηi)εRi . A függvényérték fi := f (ξi , ηi).

A felosztáshoz tartozó RIEMANN-FÉLE KÖZELÍTŐ ÖSSZEG:

Vn =
n∑

i=1

fi · A(Ri).

f RIEMANN-INTEGRÁLHATÓ, ha létezik: lim
n→∞,

max δ(Ri )→0

Vn = V .

Jelölés:
¨

R

f (x , y)dR =

¨

R

f (x , y)d(x , y).



A kettős integrál

Következmény.

Ha f folytonos függvény, ÉT Jordan mérhető, akkor f ezen a

tartományon integrálható is.

Példa. Legyen f (x , y) = 1, ∀(x , y)εR esetén.

Ekkor ¨

R

1 dR = A(R).
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