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2. fejezet

Feladatok



2.1. Kettds integralok

Szamitsa ki az alabbi integralokat:

2.1. 2.2.
2 4 1 .
[ O
1 Jo (w4y)? //(596 y —2y°) dydx
2 1

2.3. 2.4.

™ sinx 1 1
/0 /0 (z +y)dydx / / (2% +y?) dx dy
0 Jy

Adja meg egyenl6tlenségekkel a kovetkezG dbrakon lathato integracids tartoméanyokat!

2.5. D5 =2 2.6. Dg =7

2.7. D; =7 2.8. Dg =7

¥ y=/1-%




2.9. Dg :? 2.10. D10 :7

2.11. Hatarozzuk meg az f(z,y) = zy fiiggvény integraljat az abran lathato haromszog-
tartomanyra

Szamitsuk ki az f(x,y) = /z +y fiiggvény integraljat az dbran lathato trapéz
alakd tartomanyon!
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Szamitsa ki az alabbi fliggvények kettds integraljat az abran megadott tartomanyokon!



2.13. f(z,y) ="V,
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2.14. f(z,y) = 32° + 5y°.
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2.19. f(z,y) = 22°y. 2.20. f(z,y) = zy.

¥

2.21. Hatarozza meg két egyméasra meréleges R sugari henger kozos részének térfogatit!
(A hengerek tengelyei egy sikban vannak! A kérdéses térfogat felét kapjuk ha az
2?2 + 2% = R? fiiggvényt az 2% + y*> = R? kor-tartomanyon integraljuk.)

2 2
2.22. Szamitsa ki az % + % = 1 hengerfeliilet, a 2 = = + y + 6 sik, és az xy sik altal

hatarolt csonkahenger térfogatat!

2.23. Hatarozza meg a z = 2% — 1 feliilet, az x = 1 és a z = 0 sikok altal meghatarozott
test térfogatat!

Hatarozzuk meg az R sugari gomb térfogatat! A szdmolast polar-koordinata-
rendszerben végezziik!
Irja le polar-koordinatarendszerben egyenlGtlenségekkel az alabbi tartomanyok hatarait!

2.25. Dos =7 2.26. Dog =7




2.27. D27 :? 2.28. Dgg :7

ol > X

2.29. Szamitsuk ki a kovetkez§ integralt az elsé stknegyedben 1év§ egységsugari negyed-
kor tartoményra:

1
//—dT
J /x2+y2+1

2.30." Tekintsiik az alabbi feltéletek altal hatarolt testnek azt a darabjat, amely az x > 0
és z > 0 térrészbe esik:

— 2z = 2% — y? hiperbolikus paraboloid,
— az zy tengelysik és

az 2% + % = 1 hengerpalast
Mennyi ennek térfogata?

2.31. Hatarozza meg az
//(I—IQ—yQ)dT
T

integral értékét az x? + y? = 9 kortartomanyon!

lathato korgytirii-tartomanyon az
/ / (22 4+ 2y*)dT  integral  értékét! /
T

=2

Hatarozza meg annak test térfogatat, melynek hataroloi:

2.32. Szamitsa ki az alabbi  &bran 4Y




22
— az T + y = 1 henger,

— adr+4y+ 2z =12 sik és
— az zy tengelysik.

2.34. Szamitsa ki / / 22ydl  eértékét

T
az  abran  lathaté  tartomanyon!

2.35. Szamitsa ki a 2z = 1—4x?—y? feliilet és az xy sik altal meghatarozott test térfogatat.

Hatarozza meg a z = x? + 1y feliilet, a 2 = 0 sik és az (v — 2)? + y? = 4 kérhenger
altal hatarolt test térfogatat.

2.37. Mekkora a z = 2 —24/22 + y? kup, a z = 0 sik és az (v — %)2 +y? = 411 henger altal

hatarolt test térfogata?

2.38. Hatarozzuk meg a 2z = y? + 422 elliptikus paraboloid és az = 1 sik 4ltal hatarolt
test térfogatat!

2.2. Harmas integralok

Szamitsa ki az alabbi harmas integralokat, integraljon méas sorrendben is:

2.39. -
///(2x—4y+6z—3)dzdydx
o Jo Jo
2.40.
3 3 3
///(az+y+z)dxdydz
1 J1 J1
2.41.

1 11—z l-z—y 1
/ / / dz dy dx
o Jo 0 (l +z+y—+ 2)3



10

2.42. Hatarozza meg aa alabbi hdrmas integral értékét

J[[ =20+ 120

R térrészt az x+y+2=1, 2 =0, y =0 és z = 0 feliiletek hataroljak!

2.43. Szamitsa kiaz x+2 =2, 2 =0,y =0, y = 2 és z = 0 feliiletek altal hatarolt R

térrészre a
/// (2% + 2y + 2% dR
R

integral értékét!

2.44. Mekkora
///(ew+y+z) dR
R

értéke, ha R-tazx =1, y =0, y =z, 2z = 0 és 2z = x + y egyenleti feliiletek

hataroljak?
///(x2+z2)dR
R

integral értéke ahol R az x2 + y* = 4 hengernek a z = 0 és z = 8 sikok kozé es6

///(x2+y2)dR

integral értéke, ha R az abran lathatd z tengelyd, R alapsugari egyenes korkup?

2.45." Mennyi a

része!

2.46." Mennyi a




11

2.47.% Szamitsa ki a

J[[ v

R
integralt az 2 + y? + 22 = 1 gémb x = 0 nyolcadara!
Irja fel az alabbi harmas integralokat az Gsszes lehetséges sorrendben (még 5-féle képpen):

2.48.
1 1 1-y

O//O/fxy, dz dydx

J?

1 1-221-2
///fxy, dydzdx
0 0

2.50. Szamitsa ki az alabbi harmas integralt:

=

2.49.

ahol E az y = 22 + 2? paraboloid y = 4 -ig terjedd része.

2.3. Teérfogat, tomeg, stlypont

2.51.* Szamitsa ki az
2 2 2 2
4y +2°—4a" =0

gémb és az
(z—a)’+y*—a*=0

henger kozos részének térfogatat (Viviani- féle test)!

2.52.* Hatéarozza meg a z = x? — y? feliilet = 0, 2 2> 0 része, a z = 0 és az x = 1 sikok
altal hatarolt homogén test sulypontjanak helyzetét!

2.53. Szamitsa kia z = y? —x, z = 2 és z = 0 egyenleti feliiletek altal hatarolt homogén
test silypontjanak koordinatait!

Szamitsa ki a kovetkezd sikok altal kozrezart test térfogatat:

r+2y+z =
T =2y, z = 0, z=0
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Hatéarozza meg az z* + y*> = 12 henger, a 3z + 4y + 2z = 12 sik és a z = 0 sik altal
hatarolt test térfogatat.

Hatéarozza meg a z = 2% + y* paraboloid és az 7 + y? = 9 henger azon részének
térfogatat, mely a z > 0 féltérbe esik.

Hatirozza meg a z = /22 + y? kiip 4 < 22 + y? < 25 korgytirid folotti részének
térfogatat.

Hatéarozza meg a z = 10 — 322 — 3y? paraboloid és a z = 4 sik kozti térfogatot.
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2.4. Vonalintegral

2.4.1. Valés fiiggvény vonalintegralja

2.61. Legyen a I' gorbe az
x2 4 yQ -1

korvonal x tengely folotti része. Hatarozza meg az

/ (2 + 2%y) ds
r
vonalintegral értékét.
Tekintsiink egy fékor alaku drotot, melyet az
?+yP=1,  y>0
feltételek hataroznak meg. Tegyiik fel, hogy a drot stirtisége y-ban linearisan valtozik

- a csuicsban a legnagyobb. Mekkora a drot tomege?

2.4.2. Vektormez6 vonalintegralja

2.63. Hatarozza meg az

z? + y?
F(z,y) = ( y? — 22
vektormez§ vonalintegraljat a
Jy—2zx =1

egyenes 0 < z < 1 kozotti darabja mentén. Az irdanyitas 0-bol 1-be vezet.

ren= (")

vektormezé vonalintegraljat az alabbi gérbe mentén:

2t
1) = 0<t <2
=yt ) oses

2.64. Hatarozza meg az

Hatéarozza meg az alabbi vektormezd

Ty
F(x7yvz) = Yz
zZT

vonalintegraljat a I' gérbe mentén, ahol

D={yt) : 0<t<1}, A(t)=(t11).
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2.66. Integrélja az

ren=( %)

vektormez6t azon I' gorbe mentén, melynek koordinatafiiggvényei

x(t) = acost, y(t) = bsin(t), 0<t<m/2

2.67. Hatarozza meg az alabbi vektormezd

x
Flz,y,z)=| v
—z

vonalintegraljat a I' gérbe mentén, ahol
1
P={y() : 0<t<1) A0) = (Pt
2.68." Szamitsa ki az

Yz
F(z,y,2)= | zz
Ty

vektormezé vonalintegraljat I' mentén.

a)
2t2

F:{fy(t):(3t_5) L 0<t<3).

b) I'a P1(—1,2,0) és P,(5,5,9) pontok kozotti, koordinatatengelyekkel parhuza-
mos egyenes szakaszokbol allo at. Az irdnyitas P;-bél Pa-be vezet.

Potencidlos-e a vektromez3?

Szamitsa ki az
3xy%z
F(z,y,2)=| 223yz
23y
vektormezd vonalintegraljat a P(1, 2, 3) pontot az origoval 6sszekots egyenes szakasz
mentén. Az irdnyitas 0-bol P-be vezet.



3. fejezet

Megoldasok

15
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2.1. Kettds integralok

2.1. I =1n(10/9) = 0.1054.

2.2. T = 660.

2.3. I = (5m)/4 = 3.927.

2.4. 1 =1/3.

25. 0<z<1, 22<y<.z

2.6. 1<z<2 Vz<y<zi

2.7. —V2<zx<V2, 22 <y<4-—a>

2.8. —-1<z<1, —VI—-22<y<v1-—2a2

2.9. 1. megoldds: A tartomany két részre bonthato: Dy = Dj U Dgy” | ahol

Dy - 0<2<10 <y<r,
és
Dy :, 1<x<2, 0<y<2—u.
2. megoldds: 0 <y <1, Yt <o <2—y.

2.10. A tartomény két részre bontando: Dyg = D', U Dy,”, ahol

o
Dy, : 0<xz<1, ggygx
és
!
Dy - 1<z <2, §§y§2

2.11. Az integréalasi tartomany hatéarai:

1 1
1<z <4, g(x+2)§y§§(4x—1),
és igy I = 37,875.
2.12. Az integralési tartomany
) )
0<y<2 T < r<6-—=
SY >4 5 = T > 5

Az integral értéke [ = 19.34.



2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

2.25

L 0<r <3,

17

I =eb — b — 3+ e? = 242.32.
. 1 =1504.
. I =4/5.
. I =1/36.
LI =1+7/8.
. [ =3.027.
1
I=—RS
15
I = @ —In2.
128
16
I=—R
3
Utmutatd: A térfogatot megkaphatjuk, ha az f(z,y) = x + y + 6 fiiggvényt inte-
2 2
graljuk az % + 9 = 1 ellipszis tartoméanyon. I = 36m.
Utmutaté: A z = 0 sik - vagyis az
xy sik - ezt a feliiletet az 22 — y> = 0 M
egyenes-parban metszi. Mivel 22 — 3% = [| P

(x —y)(z +y) =0, kapjuk az y = +=x
egyeneseket. Az integracios tartomany
tehat az abran lathato.

I=-.
3

Polar koordinatakat hasznalunk. Ekkor x = rcosf, y = rsinf és d(z,y) = rd(r,0).
Ha az

fla,y) = VR? —2? — g = VR —

fiiggvényt a 0 < r < R és 0 < 0 < 27 hatarok kozott integréljuk, a gémb térfo-
gatanak felét kapjuk.

3

<h< —.
-~ 4

T
4



18

226 T <9< 0<y< .
4 — — 4 — ~ cosb
2.27. —gg&gg,ogrgl%cosﬁ
2.28. 0<O0 <7 0<r<sinf.
2.29. [ = =(v/2— 1) = 0,6506.

2
2.30. A kiszamitando térfogat negyedrészét kapjuk ha — polarkoordinatakra attérve — a

™ ™

0<r<i1i —— << =
=r=5 Ty =UvEy

hatarok kozott integralunk. I = 1/4.

2.31. [ = —31,57 = —98, 96.

4
2.32. [ = %r = 35, 34.

2
2.33. Utmutaté: Integraljuk az f(x,y) = 12 — 3z — 4y fiiggvényt az % +y* =1

tartomanyon!

Helyettesitiink
x = 2rcosé, y =rsinf.

Ekkor d(z,y) = 2r d(r,0). Az integralasi hatarok
0<r<i és 0<0<2nr.

I = 24r.

4-+2
60

2.34. [ = = 0,043.

2.35. [ — % — 0,7854.
2.36. Polar koordinatakban az integralasi hatarok:
T
0<r<4cosb, —§§9§
Az integral értéke [ = 24m.
2.37. I =

8
— —=10,6819.
9 Y

2.38. [ =

CTIEEECIES



2.2. HaAarmas integralok
2.39. 36.
2.40. 48.

2.41. I = S(ln2 - 2) = 0.0341
41, [ = -(In2—--)=0. :
2 8

2.42. [ — -,
8
40
2.43. [ = —.
3
1 4 2
2.44. [:g(e — 6e” 4 8e — 3).

2.45

2.46

. Az integralt henger-koordinatakban szamoljuk ki. A helyettesités:

T=7

és

cos b,

y=r sinf, z=z,

dr dy dz =r dr df dz.

Az integralas hatarai:

Az integrél értéke:

. A kup egyenlete:

I = %4471' = 2254.19.

Henger koordinatakkal kifejezve:

ZIM<1

Az integralas hatarai:
0<z<M(

Az integral értéke:

2

r
1— —
R

) u (-,

% 0<r<R0<0<2r

7 M R*n

10

19
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2.48. Az integralt gobmb koordinatak bevezetésével lehet egyszertien kiszamitani. A he-

2.49.

2.52.

2.50.

lyettesités:

xr=rcosfsint, y=rsinfsiny, 2z =rcos?,

valamint

dz dy dz = r*sinddr dv db.

Az integralas hatarai:

0<r<1, ogegg, ogﬁgg
Az integral értéke:
1
105°

Utmutato: Hatarozzuk meg az integralasi tartomanyt és irjuk fel kiilonbozo

maltartoméanyként.

Utmutatd: Hatarozzuk meg az integralasi tartomanyt és irjuk fel kiilonbozo

méaltartomanyként.

1.megoldas: (z szerinti normaltartoméanyként)

Az (z,y) sikbeli vetiiletet jelolje S. Ez megegyezik azzal a metszettel, ahol z

Tehat
S={(z,y): —2<x<2, 2°<y<4}

igy R normaltartomény:

R= {(x,y,Z): (z,9) €S, —Vy—a? <2< M}

ekkor az integral

///\/mdxy, // / Va2 +22dz | d(z,y)

Vy—a?
Ennek kiszamitasa igen hosszadalmas lenne.

2.megoldas: (y szerinti normaltartomanyként)
Az (z, z) sikbeli vetiiletet jelolje 7'

T={(r,2): 2*+ 2> < 4}.

Ezért
R={(r,y,2): (x,y) €T, 2" +2* <y <4}.

nor-

nor-



2.51.

2.52.

2.53.
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Tehét az integral:

1_// /\/mdy d(z, 2) // —a? = )Vt + 22 d(x, 2)

24,2 T
Ezt ugy szamolhatjuk ki, ha az (z, z) sikban attériink polarkoordinatakra:

2 27
12
:// — ) r2d0dr = 8”
0 0

ahol a jobboldali r2-et a Jacobi-determinans r-jével valo szorzis miatt kapunk

2.3. Térfogat, tomeg, sulypont

Az integraland¢ fliggvény a fels6 félgombre szoritkozva.
z=+/4a? — x? —y?

Az integréicios tartoméany az (x — a)? + y? = a? kor. Polarkoordinatdk bevezetése
utan az integralas hatarai:

0<7r<2a cosf és —gg@

32a3 2
V= ———.
3 (2 3)
Homogén test stilypontjanak koordinatait az alabbi Osszefiiggések segitségével
szamithatjuk:

1 1 1
S L ffean 5= L [ van sk [f] wan
R R R

ahol V' a test térfogata.

Az itegral értéke:

Az integralas hatarait 1d. a 2.23. feladatnal. A stlypont koordinatéi:
4 4
S1=0,— ).
(5’ 715)
10 4
S| —=—;0,—= ).
(7:0-2)



22

Legyen S € R? a megadott sikok altal kdzrezart térrész.
Legyen R € R? ennek vetiilete az (z,y) stkon. Az (1) és (4) sitkok metszete az (x,y)

sikban:
r+2y+2z =
z = 0
z+2y = 0

Az (1) sik a z tengelyt a z = 2 pontban metszi. Az x = 2y sik merdleges az (z,y)
sikra, igy R:

A fenti 4bran (S) feliilnézete lathato, ahol a felss fiiggvény f(z) = 1 — 1z, az also
9(z) = 3.

Tehét a keresett térfogat:

1 1-
1
//2—:1:—2y (z,y) // 2—x—2y) dyd:c—3
0

2

w\&

A kovetkez6 integralt nézziik:

12—3z—4y

/R/ 0/ 1dzd<x,y):/Z(12—3x—4y>d(x,y)
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Irjuk &t polarkoordinatakra:

27r\/ﬁ
/ / (12 — 3rcos@ — 4rsinf) r dr d = 144w
0

Polarkoordinatakban szamolunk:

2w

z?4y? 3

1

// / 1d2d($ay)=// rcos@ rsin9)2)7“d7“d9:%7r
R 0 0 0

A nagyobbik sugart kor vetiiletébdl kivonjuk a kisebbiket, igy kapjuk meg a kor-
gytrtt. Atirva polarkoordinatakba:

2T 5 2 2
// \/(7“ cos0)® + (rsin6)’r dr do — // \/(r cos0)” + (rsinf)’rdr df =
0 0 0 0

= T87

Atirjuk polar koordinatikba, és a 4 = 10 — 322 — 3y? kor intervalluman tekintjiik:
—6 = —322 — 3y? azaz 22 +y* =2

10—3z2—3y2 21 /2

// / ldzd(z,y) :// (6 —3( (rcosf)? —3(rsin9)2)rdrd9:67r
R 4 00
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2.4. Vonalintegral

2.4.1. Valés fiiggvény vonalintegralja

1
2.61. [ =2(r —2).

Adjuk meg a gorbét paraméteresen:

xr =cost, Yy =sint, 0<t< .

A siirtiségfiiggvény:
plz,y) = k(1 —y),
ahol k az aranyossagi konstans.

Igy a tomeg:

m:/k(l—y)ds:/ k(1 —sint)V/sin®t + cos? tdt =
r

0

™

= km 4+ kcost

= k(m —2).
0
2.4.2. Vektormez6 vonalintegralja
74
T
2.64. 32.

2.63.

Behelyettesitve a paraméterezett gorbe egyenletét a vektromezd koordinataiba:

12
F(r)=| ¢*
tt3

A gorbe t szerint derivaltja:
() = (1,2¢,3%).
Igy a vonalintegral:

1 1
2
/F(z)df:/ <(t3,t5,t4),(1,2t,3t4)>dt:/ (t3+5t6)dt:—7.
r 0 0 28

a® + b3

2.66. —
3

2671
67. 5.
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2.68." a) 225
b) 225

A vektromezé potencialos.

1. Megoldds. Az egyenes szakasz egy lehetséges paraméterezése, és annak deri-

valtja
t 1
vy =1 2t |, 0<t<1, @)= 2
3t 3

A vektorrmezé a gorbe mentén

36t°
F(y(@) = | 12¢° |,
4t5

ezért,
F(y(t) - 4(t) = 720,

1
/F@@z/?ﬁﬁ:u
r 0

2. Megoldds. Legyen U(z,y,z) = 23y*z. Ekkor

A vonalintegral értéke

F(q:,y,z) = grad U(a:,y,z).

Igy



