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Egyvaltozéds valds fliggvényre. Ism.

Tétel. Legyen f : [a, b] — R. Tegyik fel, hogy f folytonos [a, b]-n,
differencialhato (a, b)-n. Ekkor Iétezik olyan ¢ € (a, b), melyre:

Ekvivalens allitas: A fenti feltételekkel

30 € (0,1): f(b) — f(a) = f'(a+6(b— a))(b— a).

A kapcsolat: £ € (a,b) <= {=a+0(b— a),ahol 6 € (0,1)



e (0.1):  f(b)—f(a)=F(a+6(b— a))(b- a).

Lagrange-féle kbzépértéktétel két dimenzidban.

Tétel. S ¢ R% Tth f: S — R diff-hatd (xo, yo) € int S egy U
kérnyezetében.

Tih (X0 + AX, yo + Ay) = (x,y) € U.

Ekkor 30 € (0, 1), melyre:

Ax
F06.5) = f0.30) = iy}, y) By = sxad f0 300 (o )

ahol (X, ¥o) = (Xo + 0AX, yo + 6AYy).



Lagrange-féle kdzépértéktétel n dimenzidban

Tétel. f: S — R n-véaltozés flggvény. Tth f differencialhaté az
Xo € S egy U kornyezetében. Legyen h € R" olyan megvaltozas,
melyre (xo + h) € U.
Ekkor létezik 0 € (0,1):

n

f(xo + h) — f(xo) = grad f(xo + 0h) - h="> ", (xc)h;,
i=1

ahol x¢ = xg + 0h.

Megj. A fenti tételben grad f(xo + 6h) sorvektor, h pedig oszlopvektor.
A képletben szerepl6 - skalaris szorzast jeldl.



Bizonyitas. Vezessik be:
F(t):=f(xo+th) F:"R—R".

Ekkor F : [0,1] — R diff-hato, és F(0) = f(xo), F(1) = f(xo + h).
Alkalmazzuk az egyvaltozos Lagrange-féle kbzépértéktételt:

30 €[0,1]: F(1)—F()=F'(9)-1.
Mivel a lancszabaly alkalmazasaval régzitett t-re
F'(t) = fi,(xo + th) hy + ...+ f (xo + th) hp,

- F/(e) = f); (Xg) hi+...+ f)/(n(XE hn, Xe = Xo + oh. \/



Kdévetkezmény. Tth S ¢ R” konvex (vagyis ...), f: S =+ R
differencialhatd. Feltesszik, hogy grad f(x) = 0 minden x € S-re.

Ekkor a fliggvény konstans.
Bizonyitas. x, x’ € S tetszbleges. 36 € (0,1)
f(x) — f(x") = grad f(x + 6(x — x"))(x — x').
A konvexitas miatt x + 6(x — x’) € S, igy
grad f(x +6(x — x")) =0 e R", = f(x) = f(x').

Megjegyzés. A fenti allitas 0sszefliggd tartomanyon értelmezett
flggvényre is igaz, a konvexitds nem sziikséges. (HF: Miért?)



Feladat. f : S — R kétvaltozés fliggvény, elegendden sokszor
differencialhato (xo, yo)-ban. Adjunk becslést az (xo, yo)-beli
derivéltakkal: f(x,y) — f(xo0, Yo) =7

Erinté sik = elséfok( Taylor-polinom:
f(x,y) = f(x0, o) + fx(Xo, Yo)(X — Xo) + (X0, ¥o)(¥ — Yo)-
Magasabb foku Taylor polinom? Segit az egyvaltozos eset:
F(t) :=f(xo + tAX, Yo + tAy), AX=X—Xo, Ay =Yy — Yo.

Ekkor F : [0,1] — R, F(0) = f(x0, ¥0), F(1) = f(x, y).



Az F(t) := f(xo + tAX, yo + tAy) =: f(x;, y;) figgvény derivaltjai:
! ! ! AX
F'(t) = £ y)Ax + f,(xe, y1) Ay = grad f(xt, yt) Ay

F'(t) = £a(xt yi)(AX)? + 26, (Xt, yi) AXAY + £, (Xt yi) (Ay)?

A masodfoku Taylor formula alapjan ezt kapjuk:

F(1) — F(0) =~ F'(0)(1 - 0) + %F”(O)(1 -0 =

AX 1 AX
f0,9) ~ f000.36) + e f36.30) - () + 58x ) Ho- (5
ahol Hy = H(xo, yo) a Hesse-matrix.

HF. Az n-ed rendl Taylor formula a Jegyzetben megnézhetb.



"Egyszerre tobb fliggvényt tekintlink”

Definicio. Adott R ¢ R? tartomany, és két valos fliggvény,
&,V : R — R. AFUGGVENYRENDSZER:

£ = oxy)
n o= VY(xy).
Az F : R — R? leképezést, melyre
F:(x,y)=(&n) = F(x,y)

VEKTORMEZO-nek nevezzik.



1. Példa
Egy homogén linearis leképezés:

& = ax+by
n = cxX+dy.

Ez R?-beli linearis transzforméacid. Téméren:

()-6) =

a b
c d

) |



2. Példa

Polarkoordinatak és Descartes koordinatak kozotti kapcsolat:
r X X = r 0
N | cos(6) ‘
0 y y = rsin(0)

Legyen R =R] x [0,27).

A vektormezd F : R — R2.

F(r.0) = (x,¥).



Definicio. Tth F: (x,y) — (&, n) koordinatafiiggvényei
®, W : R — R? differencialhaték. Ekkor az F vektormezd
DIFFERENCIALHATO. Ennek JACOBI MATRIXa:

T(x,y) = Py(x,¥) (va(xa}/) _ grad ®(x, y)
o Vi(xy) Vi(x,y) grad V(x,y) |

A J(x,y) matrix determinansa a JACOBI DETERMINANS:

D(X7y) = q);((X,y)\U;,(X,y) - \U;((X7y)¢fv(x7y)’

A Jacobi determinans formalis jelélése: D(x,y) =



1. Példa. (folyt.)

& = ax+by

n = cx+dy.
Jacobi matrixa: J(x, y) = A, Jacobi determinansa: D(x, y) = det(A).
2. Példa. (folyt.)

x = rcos(6)

y = rsin(0) .
Jacobi matrixa ill. determinansa:

B cos(f) sin(0) B
J(r6) = ( — rsin(6) rcos(&)) = Dnd)=r



Flggvényrendszer inverze

Az F = <$) : R — R? vektormezd képtere:

B={(n): £=o(x,y),n=V(x,y):(x,y) € R}
Tegylk fel, hogy az F : R — B leképezés injektiv.

Az inverz rendszer ilyen alaku lesz:

F~':B— R,



Az inverz leképezés differencidlhatésaga
Tegylik fel, hogy az inverz rendszer fliggvényei differencialhatok.

= 9g(&n)
y = h(n)

Az inverz rendszer Jacobi matrixa:

9:(&m)  9,(&m)
K(&n) =
he(&,m)  hyy(&n)



Tétel. (Invertalhatésdg feltétele) Tth F : R — R? differencialhatd, és

Jacobi matrixa nem szingularis az (xp, yo) € int R pontban.

Ekkor F az (xo, yo) egy kérnyezetében invertalhato, és az inverz
flggvény is differencialhatd. Az inverz rendszer derivaltja:

K&m = (T~ (xy) = (&)

Specialisan, a Jacobi determinansokra:

den) . /d(x.y)
dxy) 1/ dEn)”

Analdgia: Az egyvaltozds fliggvény inverzének derivaltja:

(FY(y) = ,(gx) y = f(x).



1. Példa. (folyt.)

A rendszer invertalhaté <—

2. Példa. (folyt.)

Jacobi determinansa D(r,0) = r.

Ezért az orig6 kérnyezetében nincs inverz.
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