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D c C. f: D— C flggvény KANONIKUS ALAKJA :

f(2) = u(x.y)+ v y) . u(x,y) = Re (fcHy)), v(x.y) = Im (F(x+iy)).

Tétel. Tth f kanonikus alakja f(z) = u(x, y) + iv(x, y) és
Zo = Xo + iyp egy torlédasi pont. Ekkor

lim f(z) = U+iV < lim u(x,y)=U, lim v(x,y)=V.

Z—2o (X%0,¥0) (X0:¥0)

Tétel. f folytonos zy = xp + iyp-ban, < u és v folyt. (xo, yo)-ban.

Tétel. f: T — Cés zy € int T. Tth u és v folyt. diff-hatok. Ekkor

f differencialhat6 a zp = xp + iy pontban <= C-R egyenletek:

Uy (X0, ¥o) = Vy (X0, Yo) Uy (X0, ¥0) = —Vx(X0, Yo)-



Exponencidlis fliggvény C-ben

f(z) = e* figgvény természetes mddon igy értelmezhetd:

Z — @tV = eX(cosy + isiny).

e
Ez valéban a valos f(x) = e* fuggvény kiterjesztése.

|€7| = & = eR¢ (2), arc (%) =y,
ahol arc (z) a komplex szam trigonometrikus alakjaban szerepld szog.

Példa. Az f(z) = e” figgvény hataséara az egységkor képe?
HF (Nem trivi.)



Allitas. Az f(z) = &7 fiiggvény néhany alaptulajdonséaga:
1. Analitikus és (&) = €°.
2. Tetszbleges két z; és zo komplex szamra

efit2 — g% g2,
3. Az e? flggvény 27/ szerint periodikus, azaz
& ="t wzeC.
Bizonyitas.
1. Mar lattuk.

2. Behelyettesitéssel kozvetleniil igazolhaté.

3.
eXF+2mT — eX(cos(y + 27) + isin(y + 27)).



Trigonometrikus fliggvények C-ben

eix 4 e—ix eix _ e—ix

Ismétlés: cos(x) = 5 ,sin(x) = 5;

A trigonometrikus fliggvények kiterjesztése komplex argumentumra:

eiz _ e—iz eiz 4 e—iz
sinZ:= ———— €0sZ = ———.

2i 2

Valds z esetén az eredeti definiciot kapjuk vissza.

Al —1 _ Al
Példa. sin(i) = < 2/6 _° - © }:ishu).

cos(i) = --- = ch(1).




Trigonometrikus fliggvények, folyt.

Allitas. A sin(z) és cos(z) fliggvények alaptulajdonsagai:

1. Analitikusak, és

sin’(z) = cos(z) cos'(z) = —sin(2).

2. A kanonikus alakok:

sin(2)

sin(x)ch (y) + i cos(x)sh (y)
cos(z) = cos(x)ch (y) — isin(x)sh (y)

Bizonyitas. Exponencialis fiiggvény tulajdonsagaibol /



Logaritmus fliggvény

Az f(z) = e* figgvény inverze?

Mivel |e?| = eR¢Z > 0mindenze C — w=0¢ EK.

Adott 0 # w. Vajon w = e megoldasa? z = x + iy =7

Trig. alakban: w = pe’?, és & = e¥e¥ = x=Inp, y =0+ 2kn
DE! az f(z) = &* periodikus 2/ szerint, ezért z nem egyértelmi.

Tehat a LOGARITMUS sokeértéki figgveny:
In(w) = In|w| + i(arc (W) + 2k7), k€ Z

A k = 0-hoz tartoz6 érték a FOERTEK: Ln (w) = In |w| + jarc (w)



Példa. In(i) =7

il=1, ae()=3 = In1+i(5+2kn) = i(5 + 2kn).

Tétel. A logaritmus fliggvény alaptulajdonsagai:

In(z)

1. e =Z.

2. Tetszbleges z;,z, € C esetén

|n(Z1 . Zg) =Ln (21) + Ln (Zg) + i2k7T, k e Z.

3. Alogaritmus féértéke fliggvény a z; = 0-t kivéve mindendtt

litikus és
analitikus é ﬂL (z)_l
dz "\ T 7

Bizonyitas. HF, nem nehéz.



Hatvanyfliggvény

Az f(z) = z*, X € C hatvanyfuggvény:
7 — ghnz.
Tehat ez is sokérték fliggvény .
1.Példa. 1/ = e/"! = g/(Ln1+2km) — g=2km Fpériéke €0 = 1.

2.Példa. il — eil) — gii(3+2kn) _ g—(§+2kn).

Ennek féértéke (1



Komplex Jordan gorbe

Definici6. L ¢ € JorDAN GORBE a komplex szamsikon, ha
v : [a, ] — C fliggvény, melyre

L={~y(t) = x(t) + iy(t) : te[a,pb]}
Kezddpont v(«) = A, végpont ~(5) = B.
IRANYITAS: végpontok sorrendje /
Forditott iranyitas —  —L gorbe:

—L={/(t) = x(=O) + iy(~1) : te[-B.—al}.



Definicid. A Jordan gérbe ZART, ha A= B

Az IRANYITASA POzITiV, ha az éramutaté jarasaval egyiranyu.

A gbrbe SIMA, ha az x, y : [o, 8] — R fuggvények differencialhatok.
Allitas. (ivhossz kiszamitasa.) Tth L sima Jordan gdrbe

Ennek ivhossza:

B B
s(t) = [l de= [ oo+ (o) o



Komplex fliggvény integralja
L c C sima Jordan-gérbe, f ezen értelmezett komplex fliggvény.

/ f(z)dz =? hogyan értelmezziik?
L

Az [, 8] intervallum felosztédsa: a =l < t; < ... < t, = 3.
A gb6rbe megfeleld pontjai:

Zk = Xk + iy = (), k=0,...,n
Legyen a k-dik ivdarab egy tetszbleges pontja &.

A felosztashoz tartozé kozelitd 6sszeg:

n

Z(Zk — Zk—1) - F(&k)-

k=1



v

Definicio. A vonalintegralt az alabbi hatarérték definialja,

amennyiben létezik és véges:
n

lim > (2k — zk—1) - f(4k) :/f(z)dz,

n—oo,
Sp—0 fk—1q L

ahol 6, = max {s(z_1,2), k=1,...n}.

Ha az L gorbe zart, akkor ezt a jelélést hasznaljuk: ff(z)dz.
L



Példa. Legyen f(z) = ¢, ¢ € C konstans fliggvény.

L tetszbleges sima zart gorbe.

n n
%Cdzzn|l_>mOOZ(Zk—Zk,1)C=n|L>n;OCZ(Zk—Zk,1) =
L k=1 k=1

=c lim(zr—20+22—2(+ ...+ 2 — Zp=T1) =0,

n—oo

hiszen zart gérbe mentén zy = z,. Azt kaptuk tehat, hogy

fcdz:o.

L



Allitas. A vonalintegral alaptulajdonségai:
1. Linearis, azaz
/ (c1f(2) + c29(2)) dz = o / f(2)dz + o / 9(2)dz
L L L
2. Ha megforditjuk a goérbe iranyitasat, akkor
/ f(z)dz = — / f(z)dz.
“L L

3. Ha L = Ly + L, (diszjunktak) , akkor

L/f(z)dz:h/f(z)dz—s—L[f(z)dz.



Allitas. A vonalintegral alaptulajdonségai (folyt.)

4. Ha f folytonos fliggvény , akkor létezik a vonalintegral.

L/f(z)dz

5. Ha f korlatos fiiggvény, vagyis: |f(z)| < M Vz € L, akkor
]/f(z)dz| < M- s(L),
L

ahol s(L) a gorbe ivhossza.



Kiszamitas
Tétel. Legyen az L gdrbe pontjainak paraméteres megadasa:
z(t) = x(t) + iy(t) = r(1)e’D,  te a8l
Tth. x(t), y(t)ill, r(t), 6(t) folytonosan differencialhatéak. Ekkor:

B
f(z)dz = f(z(t)) Z'(t) dt
[rem = |
B
_ /f(x(t) L iy(1) (X (1) + iy (1)) ot
B



Newton-Leibniz formula komplex vonalintegralra

Tétel. Adottaz f: T — C fiiggvény.

TegyUk fel, hogy létezik analitikus F : T — C fliggvény, melyre
F'(z)=1(z) Vz

Ekkor ha L ¢ T sima Jordan gdrbe, végpontjai A és B akkor :

/ f(z)dz = F(B) — F(A).
L



1.Példa. f(z) = €~. L a 2i pontot a 2 ponttal 6sszeko6td szakasz.

Ekkor



2.Példa. L ugyanaz, mint az eléz6 példaban. f(z) = e'Z.
L paraméteres felirasa: z(t) =t +i(2—t),t € [0,2].

Ennek derivaltja z/(t) = 1 — i. Igy:

2 2
/e"zdz: /e’("’(z‘t))(1 —i)dt = /ez"2t(1 —i)dt = — e + €.
L 0 0



3.Példa. Legyen L az a € C kor(li r sugarua kor, és
f(z)=(z-a)", fix neZ.

A kérvonal paraméteres megadasa

z(ty=a+r-€', tel0,2n]. = Z(t)=r-ie"
27
%(z —a)"dz = /(re”)” r-ie"dt =
L 0

2
— fn+1/./eit(n+1)dt.
0




27
%(Z —a)"dz = r™ 1/'/ et .
L 0

27
Han=-1, akkor%f(z)dz: i/1dt: 27i.
L 0

2m
Ha n # —1, akkor f f(z)dz = r”“i/e”(”“)dt =..=0.
L

0
Osszefoglalva azt kaptuk, hogy

f(z—a)”dz— 2ri ha n= -1,
1 0 ha n#-1.
L



Cauchy-féle alaptétel vonalintegralra

Tétel. Legyen T ¢ C egyszeresen 6sszefiigg tartomany,
és G C T sima, zart gbrbe.

Tegylk fel, hogy f : T — C analitikus.

Ekkor

Z{f(z)dz =0.

A tételt nem bizonyitjuk.



Cauchy-féle alaptétel altalanositasa

Tétel. T c C ésszefiiggé tartomany, melynek hataraa G c T gérbe.
Tfth T nem egyszeresen 0sszefliggd, itt Gy, ..., G, a lyukakat
korbevevd gorbék; ugyanolyan iranyitasuak, mint G.

Legyen f : T — C analitikus figgvény. Ekkor

7(;‘ dz_sz

k= 1Gk



Kévetkezmény

Legyen T C C egyszeresen dsszefiiggd tartomany.
f: T — C analitikus T-ben, kivéve a zy € T belsé pontot.

Tft létezik zy-nak olyan 6 > 0 sugaru kérnyezete, ahol
[f(z)| < M, ha 0<|z— 2] <.

Legyen G C T zart gbrbe zq koriil. Ekkor

z{f(z)dz =0.



Bizonyitas.
Legyen G. egy e sugaru kor zy korll, ahol e < 4.
Vagjuk ki T-bdl ezt a kis kort, tekintsik a To = T\ S(zp, ) tartomanyt.

Ez 6sszefliggd, de nem egyszeresen. Ekkor
j{f(z)dz = jQ{f(z)dz.
G G.

Ez utdbbit becsiilve azt kapjuk, hogy | ]4 f(2)dz| < M 2xs, hiszen f a

GE
kér mentén korlatos, és a kérvonal hossza ( a kor kertilete) 27«.

Mivel e tetszblegesen kicsi, ezért f f(z)dz = 0.
G



Cauchy-féle integral formula

Tétel. T c C egyszeresen dsszefiiggd, f : T — C analitikus fv.

Leyen zp € int T.

G C T zart gorbe, melynek belseje is T-ben van és korbeveszi zy-t.

f(z0) = # j{ %dz.

G

Ekkor

A fenti integralban az integralandé fliggvénynek (zf(zi’ ze T),
-2
Zo-ban szingularitasa van.



Bizonyitas.
]{ f(2) dz = ]{ UCI Rl (C) f(zo)dz—k]{ f(z0) az.
zZ— 2y Z— 2 Z— 2
G G G
Mivel a kovetkezd hatarérték
lim f(Z) T f(ZO) _ f/(zo)

Z—2 Z— 2

véges szam, ezért
f(z) — f(20)
zZ— 2
2o kérnyezetében korlatos, egyébként pedig differencialhato, és ezért
az eléz6 kovetkezmény értelmében
f(z)—f
%7(2) (Zo)dz =0.

zZ— 2y
G



Specialis eset

Legyen G a z, korUli egységkor. Akkor G paraméteresen felirasa:
z()=2z+€", tel0,2n].

Ekkor dz(t) = ie'dt, ezért z = z(t) helyettesitéssel:

27
1 f(z) 1 f(zo +e” ot "
f(zo)_ﬂ]{z_zodz_ﬂ/ elt dt /fZO+e
G 0

azaz a a k6zéppontbeli figgvényérték a kérvonalon vett
helyettesitési értékek atlaga.



Cauchy-féle integral formula fliggvény derivaltjara

Tétel. T c C egyszeresen dsszefliggd, f : T — C analitikus fv.

Ekkor f akarhanyszor differencialhaté T-ben és minden z; € int T-re:

n n! f(2)
1z0) = g § = ez
G

ahol a G olyan zart gorbe korbveszi zy-t, és belseje is T-ben van. .

A tételt nem bizonyitjuk. Formalisan +/
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