Tartalomjegyzék

1. Tobbvaltozos valés fliggvények

1.1. R? topologiaja . . . v v oo
1.1.1. Pontok és pontsorozatok R?-ben. . . . . . .. ...
1.1.2. Halmazok R%*ben . . . ... ... . ... ... ..
1.1.3. Polarkoordinatak . . . . . . . .. ... ... ...
1.1.4. Altalanositas R™re . . .. .. ... ... .....

1.2. Kétvaltozos fiiggvények . . . . . . . ..o 0oL
1.2.1. Geometriai reprezentaci6 . . . . . . . .. ... ...
1.2.2. Folytonossag . . . .. . . . ... ... ... ..
1.2.3. Korlatos és zart halmazon folytonos fiiggvények . . . .
1.2.4. Hatéarérték . . . . ... .. ...

1.3. Differencidlszamitas . . . . . . . .. .. ... ..
1.3.1. Parcidlis derivaltak . . . . .. .. ... ... ..
1.3.2. Teljes differencialhatosag . . . . . . . ... ... ..

1.3.3. Irdnymenti derivalt . . . . . . .. .. ... ... ..

11

15

16

17

18



2 TARTALOMJEGYZEK

1.3.4. Magasabb rendd derivaltak . . . ... ... ... ... 43

1.3.5. Osszetett fiiggvény. Lancszabaly két dimenzioban . . . 44

1.3.6. Implicit fliggvény tétel . . . . . . ... ... ... ... 49

1.4. Altalanositas R™re . . . . . . . .. ... .. 52
1.4.1. Parcialis derivalt, teljes derivalt . . . . . . . . .. . .. 52
1.4.2. Irdnymenti derivalt . . . . . . ... ... ... 53
1.4.3. Osszetett fiiggvény . . . . . . .. ... ... ... ... 54

1.5. SzélsGérték szamitds . . . . . . ... 54
1.6. Feltételes szélsGérték . . . . . . . . ... oL 59
1.7. Fiiggvényrendszerek . . . . . . . . ... ... 63
1.7.1. Invertalhatosdg . . . . . . . . . ..o 64
1.7.2. Az inverz leképezés differencidlhatosaga . . . . . . . . 64

1.8. Kitekintés n dimenziéra . . . . . . ... ... 68
1.8.1. Szélsérték . . . . . ..o 68
1.8.2. Lagrange-féle kozépértéktétel . . . . . . . ... .. .. 69
1.8.3. Taylor-formula . . . .. ... .. ... ... ...... 70

2. T6bbszorss integralok 73
2.1. Az integral értelmezése . . . . . . . ... L. 74
2.1.1. Jordan mérték R% ben . . . . . . ... ... ... .. 74
2.1.2. Kettds integral . . . . .. ..o 78

2.1.3. A kett6s integral alaptulajdonsdgai . . . . . . . . . .. 82



TARTALOMJEGYZEK 3

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.1.4. Kettds integral kiszamitasa . . . . ... ... .. ... 84
Koordinata transzformacio . . . . . ... ... ... ... ... 88
2.2.1. Linearis (affin) transzformacio . . . . . . ... .. ... 88
2.2.2. Altalanos transzformacié . . . . . . .. ... .. .... 90
Kitekintés a harmas integralokra . . . . . .. ... ... ... 94
2.3.1. Az integrél értelmezése . . . . . . . ... L. 94
2.3.2. Koordinata transzformacio . . . . . . ... ... ... 97
Improprius integralok . . . . . . . ... . oo 99
2.4.1. Nem korlatos fiiggvény integralja . . . . . ... .. .. 99
2.4.2. Integralds nem korlatos tartomanyon . . . . . . . . .. 102
Vonalintegral . . . . . . . ... oo 105
2.5.1. Valos fiiggvény vonalintegralja . . . . . ... ... .. 105
2.5.2. Vektormez§ vonalintegralja . . . . . . . . .. ... .. 106
2.5.3. Primitiv fiiggvény keresés . . . . . . ... ... ... 110
Feliileti integral . . . . . . . . . . . ... . 111
2.6.1. Feliilet . . .. ... 111
2.6.2. Feliileti integral . . . . . . . ... o000 112
2.6.3. Feliileti integral kiszdmitésa . . . . . . . . .. ... .. 113
Két gyakorlati alkalmazas . . . . . . .. ... ... ... ... 115
2.7.1. A tomegkdzéppont kiszamitdsa . . . . . . .. ... 115

2.7.2. A felszin meghatarozésa . . . . . . ... ... .. ... 117



4 TARTALOMJEGYZEK

3. Fourier analizis II. rész
3.1. Fourier transzformacié bevezetése . . . . . . . . .. ... ...
3.2. A Fourier transzformacié tulajdonsagai . . . . . ... .. ..
3.3. Az alaptétel . . . ...

3.4. Tovabbi tulajdonsagok . . . . . . .. ... ..o L.

4. Differencialegyenletek
4.1. Differencidlegyenletek altalanos leirdsa . . . . . . . . ... ..
4.1.1. Differencidlegyenletek osztalyozésa . . . . . . .. . ..
4.1.2. Els6rendii differencidlegyenletek . . . . . . . . .. . ..
4.2. Magasabb rendi differencidlegyenletek . . . . . . .. ... ..
4.2.1. Linearisan fiiggetlen fiiggvények . . . . . . . . .. . ..
4.2.2. n-edrendi linearis differencidlegyenlet . . . . . . . ..
4.2.3. Homogén linedris, adllando egyiitthatos egyenletek . . .
4.2.4. Inhomogén lineéris egyenletek . . . . . . . .. ... ..
4.3. Differencidlegyenlet-rendszerek . . . . . .. . ... ... ...
4.3.1. Alapfeladat . . . . ... . ... ... L.

4.3.2. Lineéris, allandé egyiitthatos homogén DER . . . . . .

5. Komplex fiiggvénytan
5.1. Komplex szamok, sorozatok . . . . . ... ... ... ... ..
5.1.1. Komplex szamsorozatok . . . . . . . . ... ... ...

5.1.2. Végtelen sorok . . . . .. ... o0

121

122

124

127

129

131

132

132

133

136

136

139

140

146

151

151

153

159



TARTALOMJEGYZEK 5

5.2.

9.3.

5.1.3. Hatvanysorok . . . . . ... ... .. ... .. ... 163
Komplex fiiggvények . . . . . . ... .. ... ... ... 164
5.2.1. Komplex fliggvény kanonikus alakja . . . .. .. ... 165
5.2.2. Hatérérték, folytonossag . . . . . . .. ... ... ... 166
5.2.3. Differencidlhatosag . . . . . . . ... 167
5.2.4. Elemi fliggvények . . . . . . ... o000 170
5.2.5. Harmonikus fiiggvény . . . . .. ... ... ... ... 173
Komplex vonalintegralok . . . . . .. . ... ... ... .... 174
5.3.1. Komplex vonalintegral definiciéja . . . . . . . . . . .. 174
5.3.2. Vonalintegral kiszamitasa . . . . ... ... ... ... 177
5.3.3. Taylor-sorfejtés és Laurent-sorfejtés . . . . . . . . . .. 182
5.3.4. Zérus, pOlus és reziduum . . . . .. ..o 182

5.3.5. Reziduum tétel és alkalmazésai . . . . . . .. . .. .. 185



TARTALOMJEGYZEK



1. fejezet

Tobbvaltozo6s valos fiiggvények



8 FEJEZET 1. TOBBVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK
1.1. IR’ topolégiaja
1.1.1. Pontok és pontsorozatok R*-ben.

A sik pontjait rogzitett koordindta-rendszerben megadott rendezett szampa-
rokkal jellemezziik: P = (z,%). Ezen pontok halmazat IR?-vel jelljiik.

1.1.1. Definicié. Legyen P = (x,y) és P' = (2',3) két pont R?-ben. Ezek
tdavolsdga:

PP = \/a =P+ (y— vV

Két pont tavolsdgdanak jelolésére szokds még az aldbbiakat is haszndlni:
p(P7P/)7 HP_P/H

Az origdbdl az (x,y) pontba mutats vektor hossza

[(z, »)|| = Va2 + y2.

Hasznalni fogjuk a lineéaris algebrabdl ismert haromszog egyenlGtlenséget,
miszerint

(2, y) + (" I < Ml )l + 11y

1.1.2. Definicié. Legyen adott a CelR? pont, C = (A, B), és aze > 0 valds
szam. A C' pont korili e-sugari gombét igy definidljuk:

S(C,e) = {PelR? : PC < ¢}.
Ezzel egy korlemezt kapunk C kézépponttal.

1.1.3. Definicié. Pontsorozat alatt sikbeli pontok sorozatdt értjiik:

Pn:($n,yn)7 n:1,2

1. Példa. Két pontsorozat: pY = (n,n?), illetve P = (=)™, 2).

Megjegyzés: A sorozat tagjai nem feltétlentl kiilonboznek.
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1.1.4. Definicié. A (P,) sorozat korldtos, ha létezik egy olyan S(C, ) gomb,
amely a sorozat minden elemét tartalmazza. Tehdt ez azt jelenti, hogy (Pp,)
korldtos, ha létezik C = (A,B) és € > 0 hogy minden P, = (xy,yn)-re
teljesiil, hogy

V(@ — A2+ (y, — B)2 < e.
1. Példa. (folytatés) pY = (n,n?) nem korlatos; P = ((=1)™,2) korlatos.

1.1.5. Definicio. A (P,) sorozat konvergens és hatdrértéke Q, ha
lim [P, — Q| =0.
n—oo
Ezt igy jeloljik:
lim P, = Q.
n—oo
Ezzel ekvivalens definicio:

1.1.6. Definicié. A (P,) sorozat konvergens és hatdrértéke Q ha minden
e > 0-hoz létezik eqy N () kiiszobindex, hogy minden n > N(g) esetén:

1P —Ql <e.
Masképp fogalmazva: Minden € > 0 esetén az S(Q,e) gombon kiviil csak
véges sok pont van (véges sok indexti).
Kowvetkezmény. Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos.

2. Példa. Legyen P, = (e7™/*cos(n),e ™/ *sin(n)), n =1,2,.... Ekkor

1P, — (0,0)]| = || Pl = Ve /2cos?n + e/2sin?n = Ve /2 = /4,
Igy
lim P, = (0,0).
n—o0

1.1.1. Allitas. Tekintsiik a P, = (xn,yn) elemekbdl dllé sorozatot. Ekkor
az alabbi két allitas ekvivalens:
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1. (P,) konvergens és
lim P, =Q = (x,y).

n—0o0

2. Az (xy,) és (yn) sorozatok konvergensek és

lim x, = x; lim y, = y.
n—o0 n—oo

Bizonyitas. 1. = 2. A pontsorozat konvergencidja miatt minden € > 0-hoz
letezik egy N(e) index, hogy ||P, — Q|| < e, ha n > N(g). Mivel

|2 — 2 < V(w0 — 1) + (yn — y)?,
ezért |r, — x| < € és hasonloan |y, — y| < ¢ is teljesiil.

2. = 1. Tetsz6leges € > 0-hoz 1étezik egy kiiszobindex, hogy minden n > N-

re:
& g
|zn — 2] < —=, [Yn —y| < —=.

V2 V2
Ekkor (z, — z)? + (yn — y)? < 2 igy

1Py — Qll = V(20 — )2 + (yn — y)? < e.

Cauchy-féle feltétel
1.1.7. Definicié. A (P,) sorozat teljesiti a Cauchy-féle feltételt, ha minden

e > 0-hoz létezik olyan N (e) kiiszobindez, amelyre minden n,m > N esetén

|1 Py, — P <e.

1.1.2. Allitas. A (P,) pontsorozat pontosan akkor konvergens, ha teljesiti
a Cauchy-féle feltételt.

Bizonyitas. Csak az egyik irdnyt bizonyitjuk. Belatjuk, hogy ha a sorozat
konvergens, akkor teljesiti a Cauchy-féle feltételt. A konvergencia miatt e-
hoz létezik N kiiszobindex, amelyre

|1Pn — Pl <e/2
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minden n > N esetén. Ekkor ha n,m > N, akkor a haromszogegyenl&tlen-
séget felhasznalva azt irhatjuk, hogy

Py — Pull < ||Pn— Pl +||P—Pull<e/24+ec/2=¢

1.1.1. Tétel. (Bolzano- Weierstrass-tétel) Legyen (P,) korldtos pontsorozat
a sikon. Ekkor létezik konvergens részsorozata.

Bizonyitas. Ha (P,) korlatos és P, = (xy, yn), akkor (z,,) és (yn) is korlatos
sorozatok. Ekkor létezik (z,)-nek konvergens részsorozata, legyen ez (x,, ),
illetve létezik (ym, )-nak is konvergens részsorozata, ez legyen (yn, ). Ekkor
nyilvan ((@n,, yn,)) is konvergens.

1.1.2. Halmazok IR?-ben

IR? részhalmazait tartomanyoknak is nevezziik.

Példa. Téglalap. (Ez a kétdimenzids intervallum.) Legyenek a < b és ¢ < d
rogzitett valos szamok:

T={(z,y): a<z<b c<y<d}
A kétdimenzios intervallumot direkt szorzat alakban is frhatjuk: [a, b] X [c, d].

Példa. Gomb. (Ez kétdimenzidban egy korlemeznek felel meg.) Legyen € > 0
valos szam és CelR? sikbeli pont adottak,

S(Ce) ={(z,y) : V/(z — A2+ (y — B)*> <&}

Emlékeztetiink arra, hogy egydimenziéban az a pont kornyezetei az a ko-
zépponti (a — €,a + €) intervallumok voltak, tetszGleges € > 0 esetén. Ezt
altalanositjuk.

1.1.8. Definicié. Egy P = (z,y) pont kérnyezetei azon SCIR? tartomd-
nyok, melyek P kozepponti gombik.
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1.1. Abra. Kétdimenziés intervallum

Tekintsiink egy teszoleges SCIR? tartomanyt.

1.1.9. Definicié. - Azt mondjuk, hogy eqy QeR? belsd pontja S-nek, ha
Q-nak van olyan U kérnyezete, melyre U C S.

- Azt mondjuk, hogy eqy QeR? kiilsé pontja S-nek, ha Q-nak van olyan
U kérnyezete, melyre UN S = (.

- Azt mondjuk, hogy eqy QeR? hatdrpontja S-nek, ha a Q pontnak min-
den U kornyezete rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy van olyan
P'cU pontja melyre P'eS és van olyan P'eU pontja melyre P"¢S.

1.1.1. Kovetkezmény. Tetszdleges S halmaz esetén a sikot 3 diszjunkt részre
oszthatjuk:
- kiilsé pontok, ezek halmazdt ext(S) jeloli. (Ez az ’exterior’ sz6bdl ered.)
- belsd pontok, ezek halmazdt int(S) jeloli. (Ez az 'interior’ sz6bdl ered.)

- hatdrpontok, ezeket halmazdt 0S jeloli. Lehetnek hatdrpontok, amelyek
elemei az adott halmaznak, és lehetnek, amelyek nem elemen.
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1.1.10. Definicié. Az S halmaz zdrt, ha minden hatdrpontjdat tartalmazza.
Az S halmaz nyilt, ha minden pontja belsé pont. Az S halmaz lezdrdsa:

S =Suas.

Példa. A gomb nyilt halmaz. Ennek hatarpontjai:
95(C,r) ={P: |P-Cl =r},

és igy lezarasa:

S(C.ry={P: |P-C| <r}.

Példa. Legyen S = {(x,y) : z,yeQ} a sik raciondlis koordinataju pontjainak
halmaza. Ekkor a halmaz lezarasa S = R2.

1.1.11. Definici6é. P az S halmaz torloddsi pontja, ha létezik olyan (Py,)CS

sorozat, melyre P, # P és lim,,_,o P, = P.

Torl6dasi pontok lehetnek belsé pontok és hatarpontok. Zart halmaz minden
torlodasi pontjat tartalmazza.

1.1.12. Definicié. Legyen P és P’ két R2-beli pont. Az ezeket Gsszekitd

folytonos vonal egy olyan
v:la Bl —» R?

fiigguény, mely egy korldtos és zdrt [, 5] valds intervallumon van értelmezve
és értékkészlete R?-beli. Tovdbbd

) =P, ~(B)=P.
A ~y(t)eIR? pont koordindtdit jellje
V() = (x(t), y(t)).
Feltessziik, hogy ezek az (x(t), y(t)) koordindta-figgvények,
z,y: Bl = R

folytonosak.
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1.2. d4bra. Két pontot 6sszekdtd vonal.

Egy {7(t) : te[a, B]} vonalat is IR*-beli részhalmaznak tekintiink, természetes
modon.

1.1.13. Definicio. Az S € R? tartomdnyt Gsszefiiggének nevezziik, ha bdr-
mely két pontjdt kivdlasztva tartalmaz eqy éket dsszekdtd folytonos vonalat.

1.1.14. Definicié. Legyen P = (x,y) és P' = (2',y') két R?-beli pont. A
két pontot 0sszekotd szakaszt az aldbbi
v:[0,1] — R?

figgvény irja le:
v(t) == P+ t(P' - P).

Specidlisan tehdt v(0) = P, v(1) = P'.

A szakasz is folytonos vonal, mégpedig az alabbi koordinata-fiiggvényekkel:

z(t) = z+t@ —x),
y(t) = y+t —y).

1.1.15. Definici6. Az S C R? tartomdnyt konveznek nevezzik, ha barmely
két pontjdval egyiitt az 6ket osszekotd szakaszt is tartalmazza.
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P =5(1)

v

1.3. 4bra. Két pontot 6sszekots szakasz.

1.1.3. Polarkoordinatak

A sikbeli pontokat nem csak a megszokott Descartes-féle koordinarendszer-
ben tudjuk megadni. Sokszor hasznos lesz a most bevezetésre keriil6 polar-
koordinatak hasznalata.

1.1.16. Definicié. Egy adott (x,y)eR? pont poldrkoordindtdi (r,0), melye-
ket igy definidlunk:

- r: a pont origotdl vett tdvolsdaga,

- 0: az origébdl az adott pontba mutato vektornak az x tengely pozitiv
részével bezdrt szdge.

Igy tehdt a poldrkoordindgtdkra relRT U {0}, 0€[0, 27).

Ha r és 0 adottak, akkor x = rcos(f); y = rsin(f). A fenti hozzarendelés
egy-egyértelmii megfeleltetés, kivéve a (0,0) pontot.
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1.4. dbra. A polarkoordinatak értelmezése.

1.1.4. Altalanositas IR"-re

IR" elemeit a rendezett szam n-esek jelentik: P = (z1,...,z,)eR"™, P’ =

(x),...,x})elR™. Ezeket az n dimenziés tér pontjainak hivjuk.

1.1.17. Definicio. A két pont tdvolsdga:

I1P=P'|| =

A tdvolsdgot szoktuk igy is jelélni: p(P, P’).

1.1.18. Definicié. Egy P = (z1,...,x,)eR" pont kérnyezetei n-dimenzids
gombok, melyeket igy értelmeziink:

S(P,e) = {Q = (z,...,2))eR" : Z(mk —xp)? < 52} .
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1.2. Kétvaltozos fiiggvények

Adott S € R? tartomany. f: S — IR kétvaltozos fiiggvény, amely S
elemeihez egy valés szamot rendel. Ertelmezési tartomanyat D ¢ -fel jeloljiik
(="domain"), értékkészletét Ry-fel (="range").

Fiiggvény megadasa azt jelenti, hogy megadjuk az értelmezési tartoméanyt
(ha ez megvaltozik, mar egy masik fiiggvényt adunk meg) és a hozzérendelés
modjat. Ez mindig egyértelmt, példaul az u = arctan(y/x) fiiggvény eseté-
ben meg kell adni, hogy a f6ag értékére gondolunk.

Elnevezések: (x,y): fiiggetlen véltozo, u: fliggd valtozo.

Legegyszertibb példak:

1. Linedris fligguény.
flx,y) = ax+ by +c,
ahol a, b, ceR rogzitettek. Ertelmezési tartoméanya IR2.
2. Madsodfoki polinom.
f(z,y) = ax® + bxy + cy® + dx + ey + f,

ahol a,b, ¢, d, e, feRR rogzitettek. Ertelmezési tartomanya IR?.

3. Polinomokat két dimenzioban gy definidljuk, mint monomiélok Gsszege.
Egy monomial altaldnos alakja:

m, n
Amn T Y".

Egyiitthatéja amneR, foka a benne levd fokok 0sszege: m +n. Egy polinom
fokat tgy definidljuk, mint a legmagasabb foki monomidaljanak foka.

Egy polinom homogén, ha a polinomban szerepld monomiélok foka ugyanaz.
Példaul homogén masodfoku polinom

fla,y) =2 + 22y + ¢,
Tovabbi kétviltozos fiiggvények konstrukcivja az ismert egyvaltozos fiigg-
vények segitségével torténhet, példaul:

u = sin(zy) vagy u = In(y? + cos(z/2)).
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1.2.1. Geometriai reprezentacio

Ahogy az egyvaltozos fiiggvényt gorbe segitségével tudtuk reprezentalni, a
kétvaltozos fiiggvényt feliiletként fogjuk megadni. Ehhez tekintjiik a harom-
dimenzi6s koordinatarendszert, melyben a koordinéata tengelyek x,y és u. A
fiiggvény értelmezési tartomanyéanak tetszéleges (z,y) pontja folott kijeldl-
jiik azt a P pontot, melynek harmadik koordinataja u = f(z,y). Ha (x,y)
bejarja a fiiggvény értelmezési tartoméanyat, akkor a megfelels P pontok egy
feliiletet fognak megadni.

Tehat az f : S — R fiiggvényt a térben az (x,y,u) szamharmasok irjak le,
ahol u = f(z,y). Az

{(z,y,u): u= f(z,y), (z,y)eS}
pontok feliiletet alkotnak a térben.

Példa. Legyen f(z,y) = 22412 A feliilet egy darabja az 1.5. abran lathato.

120

A
454

100

" SO0
S0
TSSO
K NN eSS
* \\\\i*\l:“}““““""" uggvény feliilete.

QUAKELYNS KA
//
gfelel()’ feliilet egy darabja az 1.6.
7

WL DR
DR
SN

y
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4bran lathato.

toz6 esetén is szerencsésetih a¥® x,y sikban dolgozni, itt gond nélkiil tudunk
rajzolni. Ehhez ad segitséget a szintvonalak segitségével torténs abrazolas.
Ekkor a sikban &brazoljuk azokat az (x,y) pontokat, melyekre f(x,y) = k
valamely rogzitett kelR mellett.

Példa. Legyen f(z,y) = 2% + y%. A szintvonalak koncentrikus kérdk, me-
lyekb6l néhany az 1.7 4brén lathato.

Példa. Legyen f(x,y) = 22 — y?. A szintvonalak hiperbolék és egyenesek,
melyekbdl néhény a 1.8 dbran lathato.

A szintvonalakkal térténé abrazolasnak egyik elénye, hogy kiterjeszthetd ha-
romvéltozos f(z,y, z) fliggvényekre. Ekkor szintvonalak helyett k = f(x,y, z)
szintfeliileteket kapunk, ahol k tetsz6leges konstans.
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= 22 Ay filggvény szintvonalai

Azt fogjuk megfogalmazni, hogy mit jelent az a tulajdonséag, hogy egy f fiigg-
vény folytonos a Py = (g, yo) pontban. Heurisztikusan elképzelve azt varjuk,
hogy ha (z,y) kozel van (zg, yo)-hoz, akkor f(x,y) is kozel van f(xg, yo)-hoz.

1.2.1. Definicié. Legyen (xo,y0) az f figguény értelmezési tartomdnyd-
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nak egy pontja. Az f figguény folytonos (xo,yo)-ban, ha f(xg,yo) tetszéle-
ges U kornyezezetéhez létezik (xq,yo)-nak olyan V' kornyezete, hogy minden
(x,y)eV, (x,y)eDy esetén f(x,y)eU.

Figyelembe véve a kornyezet definicidjat, ezt igy atfogalmazhatjuk:

1.2.2. Definici6. Legyen Py = (xo,y0) az f figguény értelmezési tartomd-
nydnak egy pontja. Az f fiiggvény folytonos az (xo,yo) pontban, ha tetszéleges
€ > 0-hoz létezik eqy 6 > 0 szdm, melyre

V(z,y)eDy, V(T —20)2+ (y—y0)2 <6

esetén
|f(lf,y) - f(x07y0)’ <e

teljesiil.

1.2.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az [ fligguény sorozatfolytonos az ér-
telmezési tartomdny Py pontjdban, ha minden (P,) C Dy sorozatra, melyre

lim P, = P,

n—oo

teljestil, hogy
lim f(P) = f(F).

n—oo

A kétfajta fogalom ekvivalencidjarol szol az alabbi tétel:

1.2.1. Tétel. Az f figgvény akkor és csakis akkor folytonos Py-ban, ha ott
sorozatfolytonos.

Bizonyitas. Teljesen analdg az egyvaltozos esettel, az olvasora bizzuk.
Konnyen lathatd a fenti tétel alapjan, hogy folytonos fiiggvények Osszege,

szorzata, skaldrszorosa is folytonos lesz.

1.2.4. Definicié. Ha egy fiigguény értelmezési tartomdnydnak egy pontjaban
nem folytonos, akkor ott szakaddsa van.
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Peéldak folytonossagra:

1. Legyen
' ha y#0
fy)=1{ "
0 ha y=0

Ertelmezési tartomanya IR?, szakadas az y = 0 egyenes mentén van, hiszen
a fiiggveny tetsz6leges (x,y) pontban folytonos, kivéve ha y = 0.

2. Legyen
2zy

242 ha (z,y) # (0,0)

f(xay) =
0 ha (z,y) = (0,0)

A fiiggvény folytonos, ha sem = sem y nem 0. Ha y # 0, akkor f(z,y), mint
x fiiggvénye folytonos, és

lim f(z,y) = 0.

z—0

Ha x # 0, akkor f(z,y), mint y fiiggvénye folytonos, és
li =0.
lina £ (z,y) =0

Tekintsiik az © = y egyenest. Ezen egyenes mentén f(x,z) = 1. Tehat ha
ennek az egyenesnek a mentén egy sorozattal tartunk 0-ba, akkor a fiigg-
vényértékek sorozata azonosan 1 lesz, igy a hatarérték is. f tehat nem foly-
tonos a (0,0)-ban.

3. Példa. Legyen

Folytonos-e a (0,0) pontban?

Igen. A sorozatfolytonossagot igazoljuk. Legyen (P,) egy olyan sorozat,
melyre lim,, o P, = 0. Legyenek (P,) polarkoordinatai P, = (rp,0y).
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Ekkor nyilvan lim, . 7, = 0, mig a (#,,) sorozat barmilyen lehet. A fenti
képletnek megfelelgen (x,y) # (0,0) esetén f(z,y) igy irhato:

r2 cos?(6) r? sin?(#)

flzy) = 2 = 72 cos?(0) sin?(6).
Ezért valoban
lim f(Pn) =0,
n—oo

tehét a fiiggvény valéoban folytonos.

1.2.2. Tétel. (Bolzano tétel) Legyen f : S — R folytonos figguény, mely-
nek értelmezési tartomdmya SCIR? Gsszefiiggs. Legyen a tartomdny két tet-
sz6leges pontja P = (x,y) és P' = (2',y), melyekre

a=f(z,y) < f'y) =b.

Ekkor tetszéleges ce(a,b) szdmhoz létezik egqy olyan Q = (xo,y0)eS pont,
melyre f(xo,y0) = c.

Bizonyitas. Az S tartomény Osszefiiggd, ezért létezik P-t és P'-t 6sszekotd
S-beli folytonos gorbe. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan

fliggvény, melyre

7(a) = (x,y), 7(5) = (x/’y/)7

és az (x(t), y(t)) koordinata-fiiggvények folytonosak. Vezessiik be az

E(t) := f(z(t), (1))

valos fiiggvényt. F : [o, 8] — R folytonos, melyre F(a) = a és F(B) = b. Igy
az egydimenzits folytonos fliggvényekre ismert Bolzano-tétel szerint létezik

olyan &e(a, 8), melyre F(§) = c. Ezért a Q := v(§)eS pontra f(Q) = c.
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1.2.5. Definici6. Legyen f : S — R adott figguény, SCIR? tartomdny.
Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos S-ben, ha tetszéleges € > 0-hoz
létezik & > 0, hogy ha P, P'eS pontokra

|P—P|<é akkor |[f(P)— f(P) <e.
A 0 =d(g) szamot az e-hoz tartozd folytonossdgi modulusnak hivjuk.

1.2.6. Definicio. Az f : S — R kétvdltozds valds fiigguény Lipschitz foly-
tonos, ha létezik eqy olyan L > 0 szdm, melyre

[f(P) = f(P) < L-||P—P|

teljesiil minden P, P'eS pontra. Az L szdmot Lipschitz-konstansnak hivjuk.

Megjegyzés. Egyenletes folytonossagot tartomdnyban definidltuk, nem pedig
pontban.

1.2.1. Allitas. Ha f egyenletesen folytonos S-n, akkor S minden pontjiban
folytonos. Ha f Lipschitz folytonos egy tartomdnyban, akkor ott egyenletesen
18 folytonos.

Bizonyitas. Tetszbleges € szimhoz a ¢ := & megfeleltetés jo lesz.

1.2.3. Korlatos és zart halmazon folytonos fiiggvények

1.2.3. Tétel. Legyen S korldtos és zdrt tartomdny R2-ben. Tegyiik fel, hogy
8 =R folytonos fiiggvény. Ekkor f egyenletesen is folytonos.

Bizonyitas. Indirekt, "lemasoljuk" az egyvaltozos bizonyitdst. Tegyiik fel,
hogy a fliggvény nem egyenletesen folytonos. Ez azt jelenti, hogy van olyan
e > 0, melyre nincs "jo" §, azaz minden hogy 6 > 0-hoz léteznek P, P’
pontok, melyekre

|P=P<d,  de |f(P)=f(P)]>e
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Tekintsiik ezt az e-t. Ekkor a § = 1/n-hez is létezik P, P, hogy:
1
1Po = Pall <~ f(Pa) = f(ER)] > &
Vizsgaljuk meg a (P,) és (P)) sorozatokat.

Mivel S korlatos, mind a két sorozat korlatos, ezért 1étezik konvergens rész-
sorozatuk. Legyenek ezek az egyszertiség kedvéért maguk az eredeti soroza-
tok:

lim P, = P, lim P, = P'.

n—o0 n— oo
Belatjuk, hogy P = P’. Ezek tavolsagat becsiiljiik a haromszog-egyenlétlenség
felhasznalasaval:

|P~P|=||P~Py+ Py~ P+ P, —P| <
<P = Poll + [Py = Byl + 1P, — P

Legyen n > 0 tetsz6leges. Ehhez létezik N kiiszobindex, hogy ha n > N
akkor
IP - Pl<3, IR -Pll<d,

S|

<

w3

Ezért az el6z6 egyenlGtlenséget folytatva:

n,n. n
P-Pl<i4lydo
IP-P<d+dsdoy

Igy a P = P’ pont az S tartomanynak egy torodasi pontja, és S zartsaga
miatt PeS. Itt a fliggvény folytonos. A kivalasztott € > 0-hoz létezik 6 > 0,
hogy VQ-ra: ||Q — P|| < 6-bol kovetkezik, hogy |f(Q) — f(P)| < &, ami
ellentmond az indirekt feltételnek. Ezzel az tételt belattuk.

1.2.4. Tétel. (Weierstrass I. tétele) Legyen f : S — R folytonos fiigguény,
ahol SCIR? korldtos és zdrt. Ekkor f korldtos, azaz értékkészlete korldtos.

Bizonyitas. Indirekt. Tegyiik fel, hogy f értékkészlete nem korlatos. Ez azt
jelenti, hogy minden n természetes szamnéal nagyobb értéket felvesz valamely
P, = (xy, yn)eS pontban, azaz

|f($n7yn)| >n, nelN.
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Mivel a (P,,) pontsorozat része a korlatos S halmaznak, ezért a pontsorozat
is korlatos. Kivalaszthato belsle konvergens rész-sorozat, legyen ez (Py,).

Ennek hatarértékét jelolje Py. S zartsaga miatt PpeS, és itt f folytonos.

Ezért egyrészt a folytonossdg miatt
maésrészt az indirekt feltevés szerint
|f($nk)ynk)| >nk7 nk_>007

ami ellentmondas.

1.2.5. Tétel. (Weierstrass II. tétele) Korldtos és zdrt tartomdnyon folyto-
nos fligguény felveszi a mazimumdt és minimumdt.

Bizonyitas. Legyen H := {f(z,y) : (z,y)eS}. Jelolje ennek supremumat
B =sup H. A supremum definici6ja miatt létezik (h,)CH sorozat, hogy

lim h, = g.
n—oo

Tudjuk, hogy hy, = f(zn,yn), ahol P, = (zy,yn). A (P,) sorozat S-ben van,
ezért korlatos, tehat van konvergens részsorozata, legyen ez (P, ).

lim P,, = PeS,
k—o0
hiszen S zart. Ebben a P pontban a fliggvény folytonos, tehét
klim f(Pnk) = f(P)
—00

MaAasrészt

klggof(Pnk) = 5,

hiszen részsorozata (f(zn,yn))-nek, ezért § = f(P) < oc.
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1.2.4. Hatarérték

1.2.7. Definicié. Legyen f : S — IR kétvdltozds wvalds fligguény, Py =
(t’lc(),yo)dR2 az értelmezési tartomdny egy torldddsi pontja. Azt mondjuk,
hogy az f fiiggvény hatdrértéke a Py = (x0,yo) pontban L, azaz

lim x,y) = L,
(w,y)*(woyyo)f( )

ha minden € > 0 -hoz létezik § > 0 szdm, hogy ha

(z,y)eS, 0<V(z—x0)2+ (y—w0)? <3,

akkor |f(x,y) — L| < e
Az egydimenzids esethez hasonléan most is megfogalmazhato az dtviteli elv:

1.2.2. Allitas.
lim  f(z,y)=L

(@,y)=(z0,0)

pontosan akkor teljesiil, ha VP, = (xn,yn)eS, P, # Py sorozatra, melyre

lim P, =P
n—oo
teljestil, hogy
lim f(P,)= L.
n—oo

1. Példa. Legyen S = IR?\ {(x,0),zelR}, és tekintsiik azt az f : S — R
fiiggvényt, melyre
flz,y) =e 0,

ha y # 0. Legyen Py = (z9,0) pont, ahol xy # 0 rogzitett. Ekkor

lim e~ /Y = lim e~%/¥ = 0
(I,y)_>($070) y_>0

Ha az y = ka? parabola mentén tartunk a 0-hoz, azaz tekintiink egy (x,, kz2) =
P, sorozatot, melyre lim,,_, o x,, = 0. Ekkor minden n-re

f(Pn) _ e—x%/kr% _ e—l/k‘
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Tehat a (0,0)-beli hatarérték fiigg a sorozat valasztésatol, ezért a fiiggvény
hatarértéke nem létezik a (0,0) pontban.

2. Példa. Legyen

2
§+ Y ha 3r—y#0
r—y
flz,y) =
0 ha 3z—y=0

Legyen a, = 1/n, és az egyik pontsorozat

P, = (an, a2).
Ekkor 49
n
P,)=——
f( n) 377, o 1a
és igy tehat
1
lim P, =0, lim f(P,) = -.
n—00 n—00 3

Legyen egy masik pontsorozat

P?Q = (aiaan)
Ekkor
1+ 2n
P =

és igy tehat
lim P, =0, h_)m f(Pp) =—2.
n—oo

n—o0
Ezért az origoban nincs hatarértéke a fliggvénynek. A fenti gondolatmenet-
ben lényegében az torténik, hogy a (0,0)-beli hatarértéket kétfajta kozelités-
sel probaljuk meg kiszdmolni. Egyrészt

... r+2y . T 1
lim lim = .
z—=0y—0 3x — Yy z—0 3x 3

Maésrészt

lim lim
y—=02—0 3 —y y—=0 —y
Tehat mivel —2 # 1/3 ezért nincs hatarérték. Megjegyezziik, hogy ha a
fenti hatarértékek egyenlGek lennének, az még nem volna elég a kétdimenzios
hatarérték létezéséhez.
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1.9. abra. A 2. példaban szerepl§ fiiggvény a 0 koriil

1.3. Differencialszamitas

1.3.1. Parcialis derivaltak

1.3.1. Definicié. Legyen f : S — R kétvdltozds valds fiigguény. Legyen
(x0,Y0) az S halmaz belsé pontja. Ha létezik a

lim f(x7y0) B f(x07y0)

T—TQ T — X0

véges hatdrérték, akkor ezt a mennyiséget a fligguény x szerinti parcidlis de-
rivdltjanak nevezzik az (xo,yo) pontban. Ezt igy jeloljik:

0
f(zo, o), %f(ﬂﬁo,yo)-

Ha létezik a

T — f(z
i 4 (®0:4) — f(@o,40)
Y=Yo Y —Yo
véges hatdrérték, akkor ezt a mennyiséget a fiigguény y szerinti parcidlis de-
rivdltjanak nevezzik az (zo,yo) pontban. Ezt igy jeloljik:

0
fg;(xovyO)a @f(xo’yo)'



