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Megjegyzés. A kénnyebb atlathatosag kedvéért a fenti formula argumentu-
mok nélkil:

(folp.0) = fud + fi/

Eléaddson elmondom a bizonyitdst. Aki nem jegyzeteli le, bizonyitsa be (nem

nehéz HF).
Példa. Kétvaltozos f fiiggvény « irdany menti derivaltjat szamoljuk az (z,y)
pontban. Ehhez az f(z,y) fiiggvénybe behelyettesitjiik a
o(t) =x +tcosa, P(t) =y +tsina
valtozokat, és a derivaltat nézziik a t = 0 helyen. A fenti tétel alapjan:
F(t) = f(x +tcosa,y + tsin o)
derivaltja a ¢ = 0 helyen: F’(0) =
= fe(x + 0cos o,y + 0sina)g'(0) + f, (x 4+ 0 cos o, y + Osin )’ (0) =

= fo(x,y) cosa + f,(x,y)sin .

Ez a jol ismert formulat adja.

Lancszabaly, 3. specialis eset

Adott f(u,v) kétvaltozos fiiggvény, ahol az u és v valtozok helyére kétvaltozos
fliggvényeket helyettesitiink:

u:¢(w,y), U:\I](‘r?y)‘

Legyenek 1, ¢ : R — R, R C IR? adott kétvaltozos fiiggvények. Jelolje:

S = {(u,v) 1 u=d(z,y), v="(z,y), (z,y)eR}.

Ekkor az 6sszetett fliggvény, melyet az

F(.Z‘,y) - f(¢($7y)7¢(9073/))
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Bizonyitas. A definiciobol koézvetlentil lathato.

Megjegyzés. Ugyanez a mérték definidlhat6é n-dimenzids térben is, ekkor n

dimenzids négyzetracsos felosztast alkalmazunk.

2.1.2. Kettss integral

Legyen R C IR? olyan mérhet$ halmaz, amely korldtos és zart. Adott ezen
egy f: R — R™ folytonos fiiggvény. Célunk, hogy meghatarozzuk az f(x,y)
feliilet alatti térrész, azaz a kovetkezd harom dimenzios tartomany térfogatat,
V(S)-t:

S={(z,y,2): (v,y)eR, 0 <z < f(z,y)},

Tekintsiik az R halmaz felosztédsat olyan mérheté halmazokra, melyeknek
nincs kozos belsé pontjuk: R = Ry U...U R,. Jeldlje

m; = inf{f(z,y): (z,y)eR;}, M; = sup{f(z,y): (z,y)eR;}.

Ekkor

2.2. dbra. Az integrél kozelitése
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yi = y(t;), i =0,1,2,...n. Ekkor a feliilet felszine kizelitve:

123" flaany) @) — @ion vl = Y flwi ) - s(Pa Py,

i=1 i=1

ahol a jobboldal utolsé tagjaban a H/_l\B ivdarab hossza szerepel. Ez alapjan
a vonalintegral hataratmenettel megkaphato:

b
f:Aﬂawm:/ﬂamw»-w%Hy%Mt

Ez a definicié tetszéleges (nem csak pozitiv értéki) integréalhato fiiggvényre
alkalmazhaté.

2.5.1. Definicio. Az f fiigguény vonalintegrdljat a I' gérbe mentén igy értel-
mezzik:

b
Aﬂawm—/fmmmm¢MW+yw%t

Igazolhatd, hogy a fent definidlt vonalintegral értéke nem fligg a gorbe para-
méterezésétsl.

Példa. Specialis esetként legyen f(x,y) = 1. Ekkor a vonalintegral értéke

/Flds = s(I"),

a gorbe ivhossza.

Megjegyzés. Az ilyen tipusu vonalintegralnak megfelel§ fizikai mennyiség az
energia.

2.5.2. Vektormez6 vonalintegralja

2.5.2. Definicio. (Térbeli Jordan girbe) Adolt egy [a,b] C R véges interval-
lum, és adott ezen az intervallumon hdrom valés figgvény x,y,z : [a,b] —
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Bizonyitds: 1d6tartoményban latjuk be. (A frekvenciatartomanyban teljesen
hasonloan igazolhato.)

F(frgs) = jﬂ/m (f * 9)(x) - e de =

(L)
- r/ ) - e /Oo o —y) - e Ty dy —
- =/ mf(y»e—“y st raudy -

\/127/_ g(u) - e " duy - / fly) e ®dy - V2r =
= V21 Flg,s)- F(f,s)

3.7. Dirac-delta fiiggvény

Legyen € > 0 tetszéleges, és minden e-ra definidljuk az alabbi fiiggvényt:

0, ha x =0,

1
0e(z) = R ha 0<|z|<e¢,

0, ha |z|>e.

\

/ Z 5.(z)dw =

Kiszamoljuk, mi lesz a d.(x) figgvények Fourier transzformaltjanak hatar-

Ekkor minden e-ra

értéke € — 0 esetén. Altalaban, tetszéleges f folytonos fiiggvény mellett:

| s@itain = o [ fards = 5-€)- 22 = £(€),

ahol Ee(—¢, ) létezését az integral-kozépérték tétel biztositja. Ezért tehat

lim / @)@ = lim 1(6) = 1(0).
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Kévetkezmény. A mar megismert elemi fiiggvények kiterjesztheték komplex
argumentumra. Példaul f(z) = e*-re:

o
e’ = g
n=0

n

‘ I\

[

3

5.2. Komplex fliggvények

Legyen D C C egy tartomany a komplex szadmsikon. f : D — C fiiggvényt
tekintiink. A fiiggetlen véltozét z = x + iy, a fiiggd valtozdt w = u + v
jeloli. Tehat a hozzarendelés w = f(z) = u + iv.

1. Példa. Legyen f(z) = z2. Ekkor
w=zt = (z+iy)* = (2% - %) +i(22y),

ezért a fiiggd valtonodk

u:x2—y2, v = 2xy.

A fiiggvény mindeniitt értelmezve van, f: C — C.

1
2. Példa. Legyen f(z) = —. Ekkor
z

1 I z—wy  x—ay T Y

= = —1 .
z wtiyr—iy x2+y2  a24+y? 2 4y?

A fliggvény minden z # 0 esetén értelmezve van.
Geometriai leiras

A komplex fiiggvények pontos dbrazolasara négy dimenziora lenne sziiksé-
giink - ez nem megy. Igy megelégsziink azzal, hogy két komplex szamsikot
rajzolunk: az egyiken az értelmezési tartomanyt, a méasik az értékkészletet
adbrazoljuk. Ennek segitségével azt tudjuk megadni, hogy egy-egy konkrét
komplex szamhoz mit rendel hozzd a leképezés, illetve bizonyos specidlis
alakzatokat - példaul kort vagy egyenest - hogyan transzformal.



