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Hatványsor

Legyen P(x) = c0 + c1x + · · ·+ cnxn . . . =
∞∑

n=0

cnxn.

Kicsit általánosabban:

Definı́ció. A hatványsor:

∞∑
n=0

cn(x − x0)
n, cnεIR.

Az egyszerűség kedvéért egyelőre feltesszük, hogy x0 = 0.



Konvergencia halmaz

Definı́ció. Adott egy
∞∑

n=0

cnxn hatványsor.

Ennek konvergencia halmaza (konvergencia tartománya):

H = {xεIR :
∞∑

n=0

cnxn <∞}.

Röviden: ”Ahol konvergens”



Konvergencia sugár

Definı́ció. Tegyük fel, hogy ∃ξ 6= 0, melyre ξεH, és ∃ηε|H

A hatványsor konvergencia sugara

ρ := sup{|x | : xεH}.

Definı́ció. Ha H = {0}, akkor ρ := 0.

Definı́ció. Ha H = IR, akkor ρ :=∞.



Konvergencia halmaz

Állı́tás. A konvergencia halmaz intervallum.

A következő három eset lehetséges:

1. H = {0}.

2. H = IR.

3. H = [(−ρ, ρ)].



Konvergencia halmaz

3. H = [(−ρ, ρ)].

Ez röviden azt jelenti, hogy ha 0 < ρ <∞, akkor

a konvergencia halmaz végpontjairól nem tudunk semmit.

Tehát a következő esetek bármelyike lehetséges:

H = [−ρ, ρ] H = (−ρ, ρ]

H = [−ρ, ρ) H = (−ρ, ρ)



Általános eset. Hatványsor konvergencia halmaza.

A hatványsor:
∞∑

n=0

cn(x − x0)
n, (cn) ⊂ IR, x0εIR rögzı́tett szám.

A hatványsor konvergencia halmaza :

H = {xεIR :
∞∑

n=0

cn(x − x0)
n <∞}.

A hatványsor konvergencia sugara ρ := sup{|x − x0| : xεH}.

A következő három eset lehetséges:

- H = {x0}

- H = IR

- H = [(x0 − ρ, x0 + ρ)].



Konvergencia sugár.

Tegyük fel, hogy létezik az alábbi határérték (esetleg +∞) :

γ = lim
n→∞

|cn+1|
|cn|

, γ = lim
n→∞

n
√
|cn|

Ekkor

– γ = 0 esetén ρ =∞. A hatványsor mindenütt konvergens.

– γ =∞ esetén ρ = 0. A hatványsor csak 0-ban konvergens.

– 0 < γ <∞ esetén a hatványsor konvergencia sugara:

ρ =
1
γ



Példa, új kérdés.

Legyen f (x) :=
1

1− x2 . Feı́rható-e hatványsorként? Igen:

1
1− x2 =

∞∑
n=0

x2n

Tehát az együtthatók:

cn =


0 n = 2k + 1

1 n = 2k

A konvergencia sugár ”reciproka” γ = lim
n→∞

n
√

1 = 1.

Így ρ = 1. A konvergencia tartomány (−1,1).

Ezért f hatványsor előállı́tása ebben az intervallumban igaz.



Hatványsor előállı́tás

Ha f (x) =
∞∑

n=0

cnxn az x0 = 0 valamely környezetében,

akkor
f (n)(0) = cnn!.

Ezért a hatványsor előállı́tásban

cn =
f (n)(0)

n!
.



Hatványsor előállı́tás

Általában, ha

f (x) =
∞∑

n=0

cn(x − x0)
n

az x0 valamely környezetében, akkor

f (x0) = c0.

f ′(x) =
∞∑

n=1

cnn(x − x0)
n−1, ezért f ′(x0) = c1 · 1

stb . . . f (n)(x0) = cnn!

A hatványsor együtthatói: cn =
f (n)(x0)

n!
.



Függvény előállı́tása Taylor sorának segı́tségével

Adott egy f : [a,b]→ IR függvény.

Tfh x0ε(a,b) pontban végtelen sokszor differenciálható.

Definı́ció.

Az f függvény x0 pont körüli Taylor sora az alábbi függvény

T (x) :=
∞∑

n=0

f (n)(x0)

n!
· (x − x0)

n

x0 = 0 esetén szokás a Taylor sor helyett McLaurent sorról
beszélni.



Taylor sor konvergenciája

Állı́tás.

Legyen f : (x0 − ρ, x0 + ρ)→ IR végtelen sokszor
differenciálható függvény.

Tegyük fel, hogy az f (k) deriváltak egyenletesen korlátosak:

|f (k)(x)| ≤ K ∀xε(x0 − ρ, x0 + ρ) ∀k = 0,1,2, . . .

Ekkor f (x) = T (x) teljesül ∀xε(x0 − ρ, x0 + ρ) esetén.



Exponenciális függvény

Állı́tás.

Az f (x) = ex függvény Taylor sora:

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, xεIR.

Bizonyı́tás. f (n)(x) = ex .

Ezért x0 = 0 választással f (n)(0) = 1, ∀n mellett.



Logaritmus függvény

Állı́tás. Az f (x) = ln(x) függvény x0 = 1 körüli hatványsora

ln(x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
(x − 1)n.

Bizonyı́tás.

f ′(x) =
1
x

, f ′′(x) = − 1
x2 . . . , f (n)(x) = (−1)n−1(n − 1)!

1
xn



Trigonometrikus függvények

Az f (x) = sin(x) függvény x0 = 0 körüli Taylor sora:

sin(x) = x − x3

3!
+

x5

5!
− . . . xεIR,

Az f (x) = cos(x) függvény x0 = 0 körüli Taylor sora:

cos(x) = 1− x2

2!
+

x4

4!
− . . . xεIR.
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