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Hatvanysor

Legyen P(x) =Co+ CiX + -+ Cax"... = > cax".
n=0

Kicsit altalanosabban:

Definicid. A hatvanysor:

o0
Z Cn(X - Xo)n, CHGR.
n=0

Az egyszerliség kedvéért egyeldre feltessziik, hogy xo = 0.



Konvergencia halmaz

Definicid. Adott egy Z cnx" hatvanysor.
n=0

Ennek konvergencia halmaza (konvergencia tartomanya):

0
H = {xeR : Z cax" < 00},
n=0

Réviden: "Ahol konvergens”



Konvergencia sugar

Definicié. Tegyiik fel, hogy 3¢ # 0, melyre e, és InkH

A hatvanysor konvergencia sugara

p = sup{|x|: xeH}.

Definicio. Ha # = {0}, akkor p := 0.

Definicié. Ha H = R, akkor p := oo.



Konvergencia halmaz

Allitas. A konvergencia halmaz intervallum.

A kovetkezd harom eset lehetséges:
1. #H = {0}.

2. H=R.

3. H=I[(=pp)l



Konvergencia halmaz

3. H=[(-pr)

Ez réviden azt jelenti, hogy ha 0 < p < oo, akkor

a konvergencia halmaz végpontjairél nem tudunk semmit.

Tehat a kdvetkez6 esetek barmelyike lehetséges:

H= [_pvp] H= (_pv p]

H= [_,07 p) H= (_p> ,0)



Altalanos eset. Hatvanysor konvergencia halmaza.

A hatvanysor:

00
Z CH(X - XO)na
n=0

(cn) C R, xpeR rogzitett szam.

A hatvanysor konvergencia halmaza :

n=0

H = {xeR : icn(x — Xp)" < oo}

A hatvanysor konvergencia sugara p := sup{|x — Xp| : XeH}.

A kbvetkezd harom eset lehetséges:

- H={x}
“H=R

- H=[(x0—p, %X+ p)].



Konvergencia sugar.

TegyUk fel, hogy létezik az alabbi hatarérték (esetleg +o0) :

. C .
v = lim | "+1‘, v = lim {/cnl
n—oo

n—o0 |Cn‘

Ekkor
— ~ =0 esetén p = co. A hatvanysor mindenitt konvergens.
— v = oo esetén p = 0. A hatvanysor csak 0-ban konvergens.
— 0 < v < oo esetén a hatvanysor konvergencia sugara:

p=-
ot



Példa, Uj kérdés.

Legyen f(x) :=

1 —x2 szn

Tehat az egyUtthatok:
0 n=2k+1
Cn -
1 n=2k
A konvergencia sugar "reciproka” y = lim Vi=1.

igy p = 1. A konvergencia tartomany (—1,1).

Ezért f hatvanysor eldallitdsa ebben az intervallumban igaz.



Hatvanysor eldallitas

Ha f(x) = ) _ cax" az xo = 0 valamely kérnyezetében,
n=0
akkor
f(M(0) = cyn!.

Ezért a hatvanysor eldallitasban

f(n)(o)
Cn = n' .




Hatvanysor eldallitas
Altalaban, ha
f(x) = cnl(x = x0)"
n=0

az xo valamely kdrnyezetében, akkor

f(x0) = Co.

F(x) = can(x — x0)"", ezért f'(xo) = ¢y - 1
n=1

stb ... f(M(xo) = cpn!

) (x0)

A hatvanysor egyUtthatéi: | ¢, = P




FlOggvény elballitasa Taylor soranak segitségével

Adott egy f : [a, b] — R fluggvény.

Tfh xoe(a, b) pontban végtelen sokszor differencialhato.
Definicio.

Az f fuggvény xo pont korili Taylor sora az alabbi fliggvény

> f(n)
T =3 FE00) )

n!
n=0

Xo = 0 esetén szokas a Taylor sor helyett McLaurent sordl
beszélni.



Taylor sor konvergenciaja

Allitas.

Legyen f: (xo — p, Xo + p) — R végtelen sokszor
differencialhaté fliggvény.

Tegyik fel, hogy az f¥) derivaltak egyenletesen korlatosak:

R <K Vxe(xo—p,Xo+p) Vk=0,1,2,...

Ekkor f(x) = T(x) teljestl Vxe(xo — p, Xo + p) esetén.



Exponencialis figgvény

Allitas.
Az f(x) = e figgvény Taylor sora:

>

o0
ZO n— XxeR.

Bizonyitas. f(")(x) = e*.

Ezért x = 0 valasztassal (" (0) = 1, Vn mellett.



Logaritmus fliggvény

Allitas. Az f(x) = In(x) figgvény xo = 1 kérili hatvanysora

In(x) = i D" g

n
n—

—_

Bizonyitas.

1 1
f/(X) — ; . f”(X) — 7? . e



Trigonometrikus fliggvények

Az f(x) = sin(x) fuggvény xo = 0 kérlli Taylor sora:

3 5
. x° X
sm(x):x—aJrg—... xeR,

Az f(x) = cos(x) fuggvény xo = 0 koruli Taylor sora:

x> x4
cos(x):1—§+ﬂ—... xeR.
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