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Egyenletes konvergencia
Ismétlés.

Az (f,) figgvénysorozat egyenletesen konvergal az f-hez,

ha Ve > 0-hoz 3N = N(e) kiiszdbindex, hogy Vn > N-re

[fa(x) — f(x)| <&, VxeD

P .y-ﬁz)'e

g X y-11x)
e = :y-f{r)—c
y=fuxy” ) i




Az egyenletes konvergencia elégséges feltétele
flggvénysorra

Tétel. (ismétlés)

Adottak az f, : D — R fliggvények, kdzds ET.

Tth. a Z f, flggvénysor tagjai korlatosak, éspedig f, korlatja
n=1

[f(X)| < an, VxeD.

Tegyiik fel tovabba, hogy » ~ aj < oc.

n=1

Ekkor >, egyenletesen konvergens.
n=1



Példa

Legyen fo(x) = x", |x| < g < 1, és g rOgzitett.

Tekintsik a » _ x” figgvénysort.

n=0

Mivel |f,(x)| = |x"| < ", és )  q" véges,

n=0
oo
ezért )  x” egyenletesen konvergens (—g, g)-ben.
n=0

Az &sszegfliggveny f(x) = a——



Példa

2 2

TR
T4+x2 (1+x2)

0, hax=0

f(x) = x? >t

Az 6sszegfliggvény f(x) =
14+x%, hax#0




Példa

A részletdsszeg-fiiggvények folytonosak, hiszen az
0sszeadandok folytonosak.

Mégis, az 6sszegfliggvénynek szakadasa van.

Ennek oka abban rejlik, hogy nem egyenletes a konvergencia.



Az 6sszegfiggvény tulajdonsagai



Folytonossag

Tétel.
Tth. Z f2(x) = f(x) egyenletesen konvergens D-ben.
TegyUk fel, hogy az f, : D — R fliggvények folytonosak.

Ekkor f : D — R is folytonos.



> fa(x) = f(x) folytonossaga, bizonyitas

n=1
Legyen xgeD tetszbleges. Belatjuk, hogy itt f folytonos.

Legyen ¢ > 0 tetszdleges.

Bontsuk fel a végtelen 6sszeget két részre.
Z f(X) + Rn = Fn(x) + Ra(X)

ahol F,(x) az n-dik részletdsszeg, Rn(x) pedig a maradék.

Az egyenletes konvergencia miatt IN = N(g), melyre Vn > N:

ka )| = |Rn(x ‘<Z VxeD.

Ezért \Rn(x)—F?n(xo)\<% VxeD.



Osszegfiiggvény folytonossaga, bizonyitas

f(x) = Fn(x) + Rn(x ka X) + Rn(x

Fn véges sok folytonos fliggvény dsszege, ezért folytonos
Xo-ban.

Tehét a fenti e > 0-hoz 35 > 0, hogy
x=x0| <3 = |Fa(X) = Fa(0)] < 3.
igy ha |x — xo| < &, akkor
[1(x) = f(Xo)| < [Fn(x) — Fa(x0)| + [Rn(X) — Rn(X0)| <,

tehat f folytonos xg-ban.



Integralhatdsag

Tétel.
Adottak az f,: D — R és f : D — R fliggvények.

Tth. Z fa(x) = f(x), és a konvergencia egyenletes.
n=1

Legyen [a, 8] C D, és tegytik fel, hogy freR[a, (]

Ekkor az 6sszegflggvény is integralhato [«, 5]-n, és

B X 8
/a f(x)dx_E /a (X)X



Integralhatosag

A tétel azt mondja ki, hogy az adott feltételek esetén
B [ B
/ <an(x)> dx = Z/ fa(x)dx.
@ \n=1 n=1"¢

A tételt nem bizonyitjuk.



Derivalhatésag

Tétel.

Tth. Z f.(x) = f(x) egyenletesen konvergens D-ben.

Tth. az f, : D — R fuggvények differencialhatéak

Tfh. a derivaltakbol all6 fliggvénysor is egyenletesen
konvergens, 6sszege

> fhx) =
n=1

és g(x) folytonos.
Ekkor g(x) = f'(x).



Derivalhatésag

Fontos feltétel a differencialhatésagnal, hogy
— a derivaltakbdl allo fiiggvénysor is egyenletesen konvergens.

Ekkor az 6sszeadas és derivalas felcserélhetodk:
d & > d
o 200 = 2

A tételt nem bizonyitjuk.



Hatvanysor 6sszegfliggvényének tulajdonsagai



Ismétlés: Az 6sszegfliggvény tulajdonsagai

Tétel. Tegyiik fel, hogy » _ f,(x) = f(x) egyenletesen.

n=1

— Ha V1, folytonos xp-ban, akkor ott f is folytonos.

— Ha V1, integralhaté [«, 5] C D-ben, akkor

/ﬁ f(x)dx = i ’ fa(x)dx.

n=1"¢
— Ha f, diff-hat6 és (> f}) is egyenletesen konvergens, akkor

d > d
)= n; (%)



Hatvanysor, Egyenletes konvergencia

Allitas. A > " c,x" hatvanysor konvergenciasugara pe[0, oc].
n=0
1. Ha 0 < r < p, akkor a hatvanysor egyenletesen
konvergens [—r, r]-ben.

Bizonyitas. Mivel r < p, ezért reH.
Ha xe[—r, r], akkor |chx"| < |cp|r".

A majoralé szamsor konvergens.

1.+ A hatvanysor egyenletesen konvergens [«, §]-ban, ha
[O[’B] - (_pa p)



Hatvanysor, Folytonossag

2. A hatvanysor 6sszegfliggvénye
f(x) = cnx"
n=0
folytonos a konvergencia tartomany belsejében.

Bizonyitas. Ha xge intH, akkor 3r < p: xpe[—r, r].

Itt a konvergencia egyenletes.



Hatvanysor 6sszegének derivaltja

3. A tagonkénti derivalassal kapott fliggvénysort jeldlje:
F(x) =Y ncyx"".
n=1

Ekkor F konvergencia sugara megegyezik az eredeti
hatvanysor konvergencia sugaraval.

Bizonyitas. F konvergencia sugaranak “reciproka”:

. n+1)c .oon+1 c
= lim M = lim + . lim ‘ n+1| —
n—00 |ncy| n—oo N n—oo |Cpl

=7V



Hatvanysor 6sszegének derivaltja

4. A hatvanysor a konvergencia halmazanak minden belsd
pontjaban tagonként derivalhato és derivaltja

o
= Z ncpx"1.
n=1

Bizonyitas. A sor is, és derivaltja is egyenletesen konvergens
a belsd pontokban.

4. + S06t, a hatvanysor k-dik derivaltja:

fOx)=> "n(n—1)...(n—k+1)c, x".
n=k



Hatvanysor 6sszegének integralja

5. Hala, 5] C (—p,p), akkor feR[a, 3], és

n+1
/ f(x dx_ L

Bizonyitas. Ha [«, 5] C (—p, p), akkor [«, 8] C [—r, r], valamely
r < p mellett.

B

Itt a konvergencia egyenletes.



Példa

Legyen f(x) := ) -
n=1

A konvergencia sugar "reciproka” v = lim =1.
n—oo

VN
igy p = 1. A konvergencia tartomany [—1, 1).
= 1
. n
Tudjuk, hogy )~ x" = T halx|<1.
n=0
Xn+1
n+1°

Az n. tag primitiv fliggvénye: /x” dx =



A sor primitiv flggvénye:

Xn+1

OOx”dx: oo/x”dx: 3 +c.

Ezért f(x) = / 1‘le dx = —In(1 — x) + ¢, valamilyen c-re.

Mivel f(0) =0és —In(1 —0) =0, ezért c = 0.

n

A zart alak: f(x) = % = —In(1 — x).
n=1



A zart alak: f(x Z— —In(1 = x), ha xe[-1,1).

Specialisan, x = —1¢H, alkalmazzuk a fenti képletet:

1 1

—In(1—(— Z = —In(2):—1+1——+

n=1

A harmonikus sor dsszege:

1 1 1 1
1*§+§*Z+§:|n(2)

2 3 Z.-..
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