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Egyenletes konvergencia
Ismétlés.

Az (fn) függvénysorozat egyenletesen konvergál az f -hez,

ha ∀ε > 0-hoz ∃N = N(ε) küszöbindex, hogy ∀n ≥ N-re

|fn(x)− f (x)| < ε, ∀xεD



Az egyenletes konvergencia elégséges feltétele
függvénysorra

Tétel. (ismétlés)

Adottak az fn : D → IR függvények, közös ÉT.

Tfh. a
∞∑

n=1

fn függvénysor tagjai korlátosak, éspedig fn korlátja

|fn(x)| < an, ∀xεD.

Tegyük fel továbbá, hogy
∞∑

n=1

an <∞.

Ekkor
∞∑

n=1

fn egyenletesen konvergens.



Példa

Legyen fn(x) = xn, |x | < q < 1, és q rögzı́tett.

Tekintsük a
∞∑

n=0

xn függvénysort.

Mivel |fn(x)| = |xn| ≤ qn, és
∞∑

n=0

qn véges,

ezért
∞∑

n=0

xn egyenletesen konvergens (−q,q)-ben.

Az összegfüggvény f (x) =
1

1− x
.



Példa

f (x) = x2 +
x2

1 + x2 +
x2

(1 + x2)2 + . . .

Az összegfüggvény f (x) =


0, ha x = 0

1 + x2, ha x 6= 0



Példa

A részletösszeg-függvények folytonosak, hiszen az
összeadandók folytonosak.

Mégis, az összegfüggvénynek szakadása van.

Ennek oka abban rejlik, hogy nem egyenletes a konvergencia.



Az összegfüggvény tulajdonságai



Folytonosság

Tétel.

Tfh.
∞∑

n=1

fn(x) = f (x) egyenletesen konvergens D-ben.

Tegyük fel, hogy az fn : D → IR függvények folytonosak.

Ekkor f : D → IR is folytonos.



∞∑
n=1

fn(x) = f (x) folytonossága, bizonyı́tás

Legyen x0εD tetszőleges. Belátjuk, hogy itt f folytonos.

Legyen ε > 0 tetszőleges.

Bontsuk fel a végtelen összeget két részre.

f (x) =
n∑

k=1

fk (x) + Rn = Fn(x) + Rn(x)

ahol Fn(x) az n-dik részletösszeg, Rn(x) pedig a maradék.

Az egyenletes konvergencia miatt ∃N = N(ε), melyre ∀n > N:

|f (x)−
n∑

k=1

fk (x)| = |Rn(x)| <
ε

4
, ∀xεD.

Ezért |Rn(x)− Rn(x0)| <
ε

2
∀xεD.



Összegfüggvény folytonossága, bizonyı́tás

f (x) = Fn(x) + Rn(x) =
n∑

k=1

fk (x) + Rn(x).

Fn véges sok folytonos függvény összege, ezért folytonos
x0-ban.

Tehát a fenti ε > 0-hoz ∃δ > 0, hogy

|x − x0| < δ =⇒ |Fn(x)− Fn(x0)| <
ε

2
.

Így ha |x − x0| < δ, akkor

|f (x)− f (x0)| ≤ |Fn(x)− Fn(x0)|+ |Rn(x)− Rn(x0)| < ε,

tehát f folytonos x0-ban.



Integrálhatóság

Tétel.

Adottak az fn : D → IR és f : D → IR függvények.

Tfh.
∞∑

n=1

fn(x) = f (x), és a konvergencia egyenletes.

Legyen [α, β] ⊂ D, és tegyük fel, hogy fnεR[α, β]

Ekkor az összegfüggvény is integrálható [α, β]-n, és∫ β

α
f (x)dx =

∞∑
n=1

∫ β

α
fn(x)dx .



Integrálhatóság

A tétel azt mondja ki, hogy az adott feltételek esetén∫ β

α

( ∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

∞∑
n=1

∫ β

α
fn(x)dx .

A tételt nem bizonyı́tjuk.



Deriválhatóság

Tétel.

Tfh.
∞∑

n=1

fn(x) = f (x) egyenletesen konvergens D-ben.

Tfh. az fn : D → IR függvények differenciálhatóak

Tfh. a deriváltakból álló függvénysor is egyenletesen
konvergens, összege

∞∑
n=1

f ′n(x) = g(x)

és g(x) folytonos.

Ekkor g(x) = f ′(x).



Deriválhatóság

Fontos feltétel a differenciálhatóságnál, hogy

– a deriváltakból álló függvénysor is egyenletesen konvergens.

Ekkor az összeadás és deriválás felcserélhetők:

d
dx

∞∑
n=1

fn(x) =
∞∑

n=1

d
dx

fn(x).

A tételt nem bizonyı́tjuk.



Hatványsor összegfüggvényének tulajdonságai



Ismétlés: Az összegfüggvény tulajdonságai

Tétel. Tegyük fel, hogy
∞∑

n=1

fn(x) = f (x) egyenletesen.

– Ha ∀fn folytonos x0-ban, akkor ott f is folytonos.

– Ha ∀fn integrálható [α, β] ⊂ D-ben, akkor∫ β

α
f (x)dx =

∞∑
n=1

∫ β

α
fn(x)dx .

– Ha fn diff-ható és (
∑

f ′n) is egyenletesen konvergens, akkor

d
dx

f (x) =
∞∑

n=1

d
dx

fn(x).



Hatványsor, Egyenletes konvergencia

Állı́tás. A
∞∑

n=0

cnxn hatványsor konvergenciasugara ρε[0,∞].

1. Ha 0 < r < ρ, akkor a hatványsor egyenletesen
konvergens [−r , r ]-ben.

Bizonyı́tás. Mivel r < ρ, ezért rεH.

Ha xε[−r , r ], akkor |cnxn| ≤ |cn|rn.

A majoráló számsor konvergens.

1.+ A hatványsor egyenletesen konvergens [α, β]-ban, ha
[α, β] ⊂ (−ρ, ρ).



Hatványsor, Folytonosság

2. A hatványsor összegfüggvénye

f (x) =
∞∑

n=0

cnxn

folytonos a konvergencia tartomány belsejében.

Bizonyı́tás. Ha x0ε intH, akkor ∃r < ρ: x0ε[−r , r ].

Itt a konvergencia egyenletes.



Hatványsor összegének deriváltja

3. A tagonkénti deriválással kapott függvénysort jelölje:

F (x) =
∞∑

n=1

ncnxn−1.

Ekkor F konvergencia sugara megegyezik az eredeti
hatványsor konvergencia sugarával.

Bizonyı́tás. F konvergencia sugarának ”reciproka”:

γd = lim
n→∞

|(n + 1)cn+1|
|ncn|

= lim
n→∞

n + 1
n
· lim

n→∞

|cn+1|
|cn|

= γ.
√



Hatványsor összegének deriváltja

4. A hatványsor a konvergencia halmazának minden belső
pontjában tagonként deriválható és deriváltja

f ′(x) =
∞∑

n=1

ncnxn−1.

Bizonyı́tás. A sor is, és deriváltja is egyenletesen konvergens
a belső pontokban.

4. + Sőt, a hatványsor k -dik deriváltja:

f (k)(x) =
∞∑

n=k

n(n − 1) . . . (n − k + 1)cn xn−k .



Hatványsor összegének integrálja

5. Ha [α, β] ⊂ (−ρ, ρ), akkor f εR[α, β], és∫ β

α
f (x)dx =

∞∑
n=0

cn
xn+1

n + 1

∣∣∣∣β
α

.

Bizonyı́tás. Ha [α, β] ⊂ (−ρ, ρ), akkor [α, β] ⊂ [−r , r ], valamely
r < ρ mellett.

Itt a konvergencia egyenletes.



Példa

Legyen f (x) :=
∞∑

n=1

xn

n
.

A konvergencia sugár ”reciproka” γ = lim
n→∞

1
n
√

n
= 1.

Így ρ = 1. A konvergencia tartomány [−1,1).

Tudjuk, hogy
∞∑

n=0

xn =
1

1− x
, ha |x | < 1.

Az n. tag primitı́v függvénye:
∫

xn dx =
xn+1

n + 1
.



f (x) =
∞∑

n=1

xn

n

A sor primitı́v függvénye:∫ ∞∑
n=0

xn dx =
∞∑

n=0

∫
xn dx =

∞∑
n=0

xn+1

n + 1
+ c.

Ezért f (x) =
∫

1
1− x

dx = − ln(1− x) + c, valamilyen c-re.

Mivel f (0) = 0 és − ln(1− 0) = 0, ezért c = 0.

A zárt alak: f (x) :=
∞∑

n=1

xn

n
= − ln(1− x).



A zárt alak: f (x) :=
∞∑

n=1

xn

n
= − ln(1− x), ha xε[−1,1).

Speciálisan, x = −1εH, alkalmazzuk a fenti képletet:

− ln(1−(−1)) =
∞∑

n=1

(−1)n

n
⇒ − ln(2) = −1+

1
2
− 1

3
+

1
4
. . . .

A harmonikus sor összege:

1− 1
2
+

1
3
− 1

4
+

1
5
· · · = ln(2)
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