Flggvénysorozatok és fliggvénysorok
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Flggvénysorozat

Flggvénysorozat = fliggvények sorozata
Definicio.
Adottak az fy, o, ..., fy,...: D — R flggvények,

melyek értelmezési tartomanya k6z6s.

Ezek sorozatat fliggvénysorozatnak nevezzik. Jele (f,).

Példa. f,(x) = x", xe[0,1].



Flggvény sorozat hatarértéke
Definicio.
Az (f,) figgvénysorozat hatarértéke az f : D — R fliggvény,

ha
lim fa(x) = f(x) VxeD.

n—oo

A fenti definicidéban VxeD-ben az
(fa(x)) szdamsorozat konvergens.

Ez a konvergencia pontonkénti konvergencia.

Példa.

1 hax=1
lim x" = lim f,(x) = f(x) = :
e e 0 ha xe[0,1)



1. Példa

Legyen f,(x) = sin"(x), a kdzds ET: 0 < x < 7.
A flggvénysorozat hatarértéke
{ 1 hax=mn/2

lim sin”(x) = .
0 hax#m/2

n—oo

gy
lim f,(x) = f(x) =

n—oo

{ 1 hax=mn/2

0 hax#m/2



Cauchy kritérium flggvénysorozatra

Tétel. (Cauchy-kritérium)
Az (f,) figgvénysorozat pontosan akkor konvergens, ha
Ve > 0-hoz és VxeD-hez IN = N(e, x) kiiszdbindex,

melyre Vn, m > N esetén

[fa(Xx) — fn(X)| < e.



Egyenletes konvergencia
Definicio.
Az (f,) figgvénysorozat egyenletesen konvergal az f-hez,
ha Ve > 0-hoz 3N = N(¢) kiiszébindex, hogy ¥Yn > N-re

[fa(x) — f(x)| <&, VxeD
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Itt az N kiszobindex csak e-t6l figg, Vx esetén jo!



1. Példa

Legyen fn(x) = sin”(x), xe[0, ).

A figgvénysorozat nem egyenletesen konvergens.

y y y f u y
0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 2



1. Példa. f,(x) = sin"(x)

1
Legyen e = >

Belatjuk, hogy YN-hez 3xe[0, 7), melyre sin"(x) >

| =

, 1 , 1
Valéban, 0 < '&'/; <1,igy Ine(0,1): > 5

igy ha sin(x) > 7, akkor sinV(x) > " >

N —

Ezért N nem j6 kiiszdbindex az ¢ = E-hez.

€= %-hez NINCS KUSZOBINDEX.



Elégséges feltétel egyenletes konvergenciara

Tétel. Adottak f,, f: D — R fliggvények.
TegyUk fel, hogy nIi_}m fa(x) = f(x), pontonkénti hatarérték.
Tegyuk fel, hogy a fliggvények korlatosak,és

\fa(x) — f(x)| <an  VxeD

Ekkor lim a, = 0 esetén a fenti konvergencia egyenletes.

n—oo



2. Példa

X

Kénnyen lathato, hogy

nleOO 1+ x2n2 -
A pontonkénti hatarérték *
f=0. il

VxeR.




X
fo(X) = ————
n(X) 14+ x2n?
Vajon egyenletes-e a konvergencia?
Mivel f, paratlan, ezért elegendd az x > 0 esetet vizsgalni.

Ekkor
X 1 2nx

O< o= o
14+ x2n2  2n 1+ x2n?

nx
A jobboldal masodik tényezbdjére ——— < 1
| yezojere 5 +x2n2 —

hiszen 2nx <1+x2m < 0<(1-nx)?/

_ox 1
1+ x2n2 — 2n

A fenti tétel miatt tehat egyenletes a konvergencia.

Ezért 0 < — 0.



Flggvénysor dsszege

Definicio.
Adottak az f, : D — R fliggvények, kézds ET: D
Az (> fp) fuggvénysor 6sszege f: D — R,

ha minden xeD-re

> fa(x) = f(x).
n=1

Jelolés : > " fr =f.

n=1



Flggvénysor dsszege

Definicio. (atfogalmazva)
Az (f,) figgvénysor konvergens és az 6sszegfliggvény f, ha

VxeD esetén, Ve > 0-hoz IN = N(e, x) melyre

<e, vn> N

D h(x) = f(x)
k=1




Cauchy-kritérium figgvénysorokra

Tétel.
A fenti figgvénysor pontosan akkor konvergens, ha

VxeD esetén Ve > 0-hoz N = N(e, x), melyre

> f(x)
k=m

< e. vn>m>N




Egyenletes konvergencia figgvénysorokra

Definicio.
A flggvénysor konvergenciaja egyenletes,
ha a részletdsszegek sorozata egyenletesen konvergens,

azaz

Fa(x) ==Y f(x)
p

jeloléssel F, — f egyenletesen.



Egyenletes konvergencia figgvénysorokra

Példa. Tekintslk az alabbi végtelen sort

2 2

R A
1+x2  (14x2)?

A fuggvénysor n-dik tagja tehat
2

fa(x) = A0

Meg akarjuk hatarozni a

nz:;f” Z +X2

n:1

flggvénysor dsszegét.



Példa

2 2

X X

f(x) = x
(x) = x Jr1+x~2+(1+x2)

5 ..

x = 0 esetén az 6sszegflggveny f(0) = 0.
Ha x # 0, akkor x2-t kiemelve egy mértani sort kapunk,

melynek hanyadosa 5 < 1. Ezért a fliggvenysor 0sszege

14+ x
1 1
f(x)=x (1 ) =
(x) = x <+1+X2+(1+X2)2+ )
1 x2
2 _ _ 2
X-|_ 1 _1+x2—1_1+x'

1+x2 1+x2



Példa

Tehéat az 6sszegfliggvény

0, hax=0
f(x) =
1+x% hax#0




Példa

Az 6szegfliggvénynek 0-ban (megsziintethetd) szakadasa van.

A részletésszeg-figgvények folytonosak, hiszen az
O0sszeadandok folytonosak.

Mégis, az 6sszegfliggvénynek szakadasa van.

Ennek oka abban rejlik, hogy nem egyenletes a konvergencia.



Az egyenletes konvergencia elégséges feltétele

Tétel.

Adottak az f, : D — R fiiggvények, kdzds ET.

Tfh. a  _ f, fiiggvénysor tagjai korlatosak, éspedig f, korlatja
n=1

[fa(X)| < an, VxeD.

Tegyiik fel tovabba, hogy " a, < oc.

n=1

oo
Ekkor >~ f, egyenletesen konvergens.
n=1



Egyenletes konvergencia elégséges feltétele

Bizonyitas.
A szamtani sor konvergens.

Ezért Ve > 0-hoz IN = N(¢), melyre Yn > m > N esetén

n
E:ak<:a
k=m

Ekkor

> f(x)
k=m

A kiiszObindex x-t6l figgetlen.

n n
<Y IR <D ak<e,  VxeD.
k=m k=m
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