Fourier transzformacio
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Osszefoglalas. Fourier sorok alaptétele

f:R — R olyan 27 szerint periodikus figgveény,
— mely [—m, 7]-ben szakaszonként folytonosan differencialhatd,

— max véges sok elst faju szakadasi helye van,
f(Xo +O) + f(Xo — O)
5 .

— és az xp szakadasi pontban f(xp) =

Ekkor f egy-egyértelmiien megadhaté:
— két valos szamsorozattal, (a,) és (b,), melyekre Y~ a2 < co és
S b2 < 0.

— (vagy) egy komplex szamsorozattal, (a,), melyre 3~ |as|? < oco.



A Fourier transzformacio bevezetése

Tth f: R — R kielégiti az alabbi feltételeket:

1. V[a,b] C Resetén f: [a,b] — R véges sok pontot kivéve
folytonosan differencialhato.

f(xo +0) + f(xo — 0)
> .

2. az xp szakadasi pontban f(xg) =

3. f abszolut integralhato:

/OC [f(x)|dx < .



Definicio.
Ha f teljesitiaz 1. 2. 3. feltételeket, akkor FOURIER

TRANSZFORMALTJA az aldbbi f : R — C figgvény:

(s) = \/12? /jo f(x)e~ " dx.

Fourier transzformalt masik jelélése

F(f,s) = 1(s).

f(x): az id6tartomany-ban adott,

?(s) a frekvenciatartomany-ban adott.
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A FT egy komplex figgvény integralja:
f(s) = L/ f(x)e ™ dx =

= r/ X)cos(sx)dx — \/7/ X)sin(sx))dXx.

Belatjuk, hogy f(s) - mint improprius integral - j6l definialt:

‘/ f(x)e"*dx g/ |f(x)e*"sx|dx:/ |f(x)|dx < oo.

Kicsit kozelebbrél megvizsgaljuk. B > 0-ra definialjuk:
B

als) = —— / F(x)eSdx.

Ekkor ?(s) = Blim ?B(s).
xde el



[£(s) — fa(s)|

IN

/|f(x)\dx<oo —

1
var Jix|>B

1 —-B 00
o (/OO |f(x)|dx+/B f(x)|dx>.

Ve > 0-hoz 3By, ha B > By, akkor

|F(3)| le~"®|ax =

—B 0o
/_OO |f(x)|dx+/B ()| dx < e,

= [f(s) ~ fa(s)| <

1
g, Vs e R.
ver

~

?B(S) egyenletesen konvergdl f(s)-hez, B — oo esetén.
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Az alaptétel

Tétel.
Tthf: R — R teljesiti az 1.-2.-3. feltételeket. Ekkor:

f(x) = \/127 /jo (s)e™™ds.

Ez az inverz Fourier transzformacio.

Megjegyzés. Elégséges feltétel az egyenletes konvergenciahoz:

/ |F/(x)|dx < oo, / I (x)|dx < oo.



FT és inverz FT.

Tth f: R — R teljesiti az 1.-2.-3. feltételeket.

f(x) — ?(s).
f:R—R — f R-C.

Fourier transzformaci® — Inverz Fourier transzformacio:

f(s) = \/1277 /jo f(x)e~"**dx, f(x) = \/127 /jo f(s)e’* ds.



Tétel. (Fourier sorok alaptétele, komplex alak. Ismétlés.)

f: R — R 27 szerint periodikus fiiggvény, mely [—=, r|-ben teljesiti az

1.-2.-3. feltételeket.
Ekkor
f(X) = Z akeik)‘7 ahol «y = 2l / f(X)e_ikde_
i
k=—o00 e
Analdgia:
/ f(S)eistS, f(s) = \/?/ f(X)e_iSde
o )



FT TULAJDONSAGAI
— | f(x)e ®¥dx = — /fx sxdx—i/fx' sx)dx | .
= [ 1 m( (cos(ox)ax i [ xsin(sn) )
Ha f paros, akkor FT valos értéki
?(s) L /OO f(x) cos(sx)dx = \/5/OQ f(x) cos(sx)dx
B V27T —o00 ™ Jo

Ha f paratlan, akkor FT tisztan képzetes:

7(3) \//7 h f(x)sin(sx)d :—/[/ )sin(sx)dx.
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1. Példa. Legyen

f paros, ezért
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2. Példa. Legyen f(x) = e X|. Ez péros fliggvény. FT:

= \/5/ e ¥ cos(sx)dx =7
T Jo

A mult félévben igazoltuk, hogy

x ___x—cos(bx) + bsin(bx)
/e cos(bx)dx = e 1102

\f \F 1
Xcos(sx)dx =/ ——.
/ 71+ 82

Ezért



2. Példa. Legyen f(x) = e ¥XI. Paros fliggvény. FT:

s \/7/ (sx)dx = \/Ek
o " cos( TV k24827

A mult félévben igazoltuk, hogy

1
a? + b2

/ooo e cos(bx)dx = [e_ax (Facos(b) + bsm(bx))]
a

EETa

o0

0



A Fourier transzformalt alaptulajdonsagai
Allitas.
1. Linearitas:
F(cf,s) = cF(f,s), F(f+g,s) = F(f,s) + F(9, ).
Bizonyitas. Az intergal linearis operator.
2. Ha f folytonos, akkor F(f) is folytonos.
Bizonyitas. A FT folytonos flggvények egyenletes hatarérté.
3. (Atskalazas) F(f(ax), s) %F(f(x), $)haa>o.
1

1

F(f(ax),s) = o

/ f(ax)e~™dx = / f(y)e*":iy%dy.



4. (ld6 megforditasa) F(f(—x), s) = F(f(x), —s).

F(f(=x),8) = NG / e dx =
_ % ./O:of )& (—dy) = @ / ~i-9) gfy.
5. (1d6 eltolas) F(f(x — xo), s) = e XS F(f(x), s).
F(f(x — x0),8) = \/127 B fxfxo)e”sxdx:
— —is ”X")dy

\/Z



A Fourier transzformalt alaptulajdonsagai,

folytatas
6. (Frekvencia eltolas)
F(e"f(x),s) = F(f(x),s — k)
F(e™f(x),s) =

2,,

eiKXf X efisxdx _
Ver ./7X ()
! / f(x)e~s=Fxdx.



A Fourier transzformalt alaptulajdonsagai, 6sszefoglalas

Allitas.

1.

Linearitas:

F(cf,s) =cF(f,s), F(f+g,s) = F(f,s) + F(g,S).

. Ha f folytonos, akkor F(f) is folytonos.

. (Atskalazas) F(f(ax),s) = %]-"(f(x), g), ha a> 0.
. (Idé megforditasa) F(f(—x), s) = F(f(x),—s).

. (1d6 eltolas) F(f(x — xo), S) = e~ ™S F(f(x), s).

. (Frekvencia eltolas) F(e*f(x), s) = F(f(x),s — k).
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