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Fourier sor komplex alakja



Euler formula
Euler formula: szerint minden xcR-re:
e* = cos x + isinx.
X helyett —x:
e (=) = = = cos(—x) + isin(—x) = cos(x)—isin(x).
Osszeadva és kivonva a két egyenletet
eX + e = 2cos x, eX — e~® = 2jsinx.
Ezért a trigonometrikus fliggvények komplex alakja:
eX 1 g e _ g—ix

cos(x) = — 5 sin(x) = o



Fourier polinom

Az n-dik Fourier polinom:

n n
a ,
Sn(x) = EO + Z ay cos(kx) + Z by sin(kx).
k=1 k=1
Helyettesitsiik be az alabbi 6sszefliggéseket:
ikx —ikx ikx _ a—Ikx
cos(ho) = T gy - S e

igy azt kapjuk, hogy

a elkx + e ikx n gihx _ g—ikx
Sn(x) +> A — -

_ %
2
k=1 k=1



Fourier polinom komplex alakja

n ikx —ikx ikx —ikx n
a e+ e e —e B e
2+Zak P +Zbk o _Zake ’
k=1 k=1 k=—n
ahol az ay egyltthatdk
ax — ib
K k, ha k>0
2
a
g = ?0, ha k= 0,
a; + ib;
%, ha k=—j<0.

Lathatd, hogy ax = a_x, egymas konjugaltjai.



e™ fliggvények

Lemma (ortogonalitas)

Az (/™) fliggvényrendszer, xe[—, ], rendelkezik az alébbi

tulajdonsaggal:

™ .
/ e™dx =
-

0 ham#Q,

27 ham=0.

Bizonyitas. Kovetkezik ™ trigonometrikus alakjabol:

€™ = cos(mx) + i sin(mx).



Fourier polinom egyttthatoi

Tétel.
(A korabbi Tétel komplex megfelelbje, veges 6sszegre) Tegyik

fel, hogy f elball ilyen alakban:

n
fx)= > axe™.

k=-n

Ekkor az egylitthatok:

1 7 .
= 5 / f(x)e ™ dx.



: . 1 (7 -
Fourier polinomban: aj = - f(x)e " dx.
™ —T

Bizonyitas. A tétel allitasa kdvetkezik a 1. Lemmabdl.

n
f(x)= ) axe™™.
k=—n
Szorozzuk meg az egyenletet e~™*-el, és integraljunk:

™ . n ™ . .
f(x)e ™dx = > ax / e’ e M dx =
k=—n -

—T

n T
3 / ek gy — — o 2.

k=-—n



Kbvetkezmény

Tétel.
Tegylik fel, hogy

f(x) = Z o €% Xe[—m, 7.

k=—o0

egyenletes konvergenciaval. Ekkor

1 m

ax = —
27 J_.

f(x)e~™dx. k=0,+1,+2,....



Fourier sor, komplex alak

Definicio.
Legyen f 27 szerint periodikus fiiggvény, mely integralhato
[—7, w]-ben. Az f fiiggvény komplex Fourier sorat igy
értelmezzik:
Fm Z axe
k=—o00
ahol
1

= - f(x)e~®*dx.



Fourier sorok alaptétele, komplex alak

Tétel.

f: R — R 2x szerint periodikus fliggvény, mely [—, 7t]-ben
— szakaszonkent folytonosan differencialhato,

— max véges sok elso faju szakadasi hellyel,

f f(xo —
— az Xy szakadasi pontban f(xg) = (X0 +0) + 10 0).

2
Ekkor
fx)= > axe™,
k=—o00
ahol
= - Trf(x)e"kxdx
k or .

—T

A Tételt nem bizonyitjuk.



Parseval egyenléség, komplex alak.

Tétel.

Tth az f fiiggvényt elballitia Fourier sora:

o] ) 1 T ]
fx)= > axe™, = 5 f(x)e ™ dx.

k=—0o0 -

Ekkor a Fourier egyditthatokra teljestil az alabbi egyenl6ség:

[e.9] T

> el = 217r/ f2(x)dx.

k=—o0 -

"Energia megmaradas” jelleg allitas.



Osszefoglalas. Fourier sor

Legyen f 27 szerint periodikus fliggvény, mely integralhato

[—m, m]-ben. Az f fuggvény valos ill. komplex Fourier sora:

fr +Z(ak cos(kx) + by sin(kx)) Z axe™,

2
k=1 k=—o00

ahol egyrészt

1 /7 1 (" .

ak = — f(x) cos(kx)dx, by = — f(x) sin(kx)dx,

T J_x T ) _r

masrészt
ar = [ fx)e *dx



Osszefoglalas. Fourier sorok alaptétele

Legyen f : R — R olyan 27 szerint periodikus fliggvény, mely
[—m, 7]-ben szakaszonként folytonosan differencialhatd, max véges
sok els0 faju szakadasi helye van, és az xy szakadasi pontban

o) = [0 +0) ' f(x —0)

Ekkor f egy-egyértelmiien megadhat6
- két valds szamsorozattal, (a,) és (bp), melyekre 3" & < oo
és Y b2 < <.
- (vagy) egy komplex szamsorozattal, («,), melyre

S Jan|? < oo
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