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Fourier sor, ismétlés

f 27 szerint periodikus fuggvény, mely integralhat6 [—m, 7]-ben.

Az f fuggvény Fourier sora:
f~ ?0 + kz_; ak cos(kx) + by sin(kx)),

ahol a Fourier egyiitthatok:

ac=1 [ fcostax, =1 [ f(x)sin(knax.
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Az n-dik Fourier polinom:

Sn(X) = ?O kZ ax cos(kx) + by sin(kx)).



El6jel figgvény és Fourier polinomja n = 10 taggal.
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Fourier sor konvergenciaja



A fliggveény és Fourier sora

Milyen feltételek mellett teljestil, hogy az f fliggvény eldall

Fourier sora 6sszegeként?
EO + ;; ax cos(kx) + by sin(kx)).

Egyenletesen konvergens Fourier sor esetén ez igaz.

Ennél joval kevesebb is elég lesz, errdl sz6l a kbvetkezo tétel.



Fourier sorok alaptétele

Tétel.

f : R — R 2x szerint periodikus fliggvény, mely |-, r]-ben —
szakaszonként folytonosan differencialhato,

— max véges sok elsé faju szakadasi helye van,

L f f(xo —
— az xo szakadasi pontban: f(xo) = (X0 +0) + f(Xo 0).

2
Ekkor
—EO + ; ax cos(kx) + by sin(kx)),
17 1 (" .
ak = f(x) cos(kx)dXx, bk = - f(x) sin(kx)dx.

A Tételt nem bizonyitjuk.



Alkalmazas. f(x) = |x| Fourier sora

Példa. Legyen f(x) = |x|, ha xe[—m, 7], egyébként 27 szerint

periodikus.
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(Ezt mar lattuk.)



f(x) = |x| Fourier sora

f eleget tesz a Fourier sorok alaptétele feltételeinek:

[, w]-ben — szakaszonként folytonosan differencialhato,

— max véges sok elsd faju szakadasi helye van, (nincs...).

T 4 cos(3x)  cos(5x)
x| 5= (cos(x) + 32 + 52 +... ), Vxe[-m, 7.




f(x) = |x| Fourier sora

Tehat Vxe[—m, 7]

0 cos(3x) = cos(5x) N

IX| =7 — 4 cos(x) + +
2 7 32 52

Specidlisan, legyen x = 0.
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azaz atrendezve
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Fourier sor konvergencia-sebessége



Fourier sorok alaptétele (ismétles)

Tétel.

f: R — R 2w szerint periodikus fliggvény, mely [, 7]-ben
— szakaszonkeént folytonosan differencialhato,

— max véges sok elsé faju szakadasi helye van,

f + f(xo —
— az xog Szakadasi pontban: f(xg) = (X0 +0) + (% 0).

2
Ekkor
—EO + I; ax cos(kx) + by sin(kx)),
17 1 (" .
ax = — f(x) cos(kx)dXx, by = — f(x) sin(kx)dx.
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Fourier egyUtthatok nagysagrendje

TegyUk fel, hogy f : [-7, 7] — R folytonosan differencialhato
véges sok pont kivételével. Ekkor:
0 oo
=5 + 2 ax cos(kx) + by sin(kx)).
Megvizsgaljuk, hogy mit mondhatunk a fenti végtelen sor
konvergeciajanak sebességérol.
Legyen neN tetszoleges. Induljunk ki az alabbi

egyenlotlenségbdl:

n 2
1/ <f(x) - % — Z(ak cos(kx) + by sin(kx))) dx > 0.



Végezzik el a baloldalon a négyzetreemelést:

n

2
1/_ <f(x) - % —3"(ak cos(kx) + b sin(kx))> dx =

s
k=1
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- 25 ;/4 x)dx — 2Zak —/ x) cos(kx)dx —

- ZZbk—/f )sin(kx)dx + 0 =
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Egyutthatdk nagysagrendje, folytatas

A "hosszl” szamolassal belattuk, hogy

n 2
1 / (f(x) - % — 3" (ak cos(kx) + by sin(kx))) dx =

™
- k=1

n

1 2
- f2 ?O Zak+b2
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Végso eredmény:

s a2 n
— [ (x)dx — 50 =) (a;+bf) =0
- k=1



1/ 2 <
0<— 2(x)dx — EO =) (& +bY).
- k=1
Ezzel belattuk az un Bessel egyenlétlenséget:

> n _
aO 2 2 1 >
E + ;(ak + bk) < ; . f (X)dX YnelN
Kovetkezmény. A Bessel egyenldtlenség n — oo esetén is igaz:
a2 [e's] ) , 1 - ,
>+ (@ +bp)<— [ f(x)dx.
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Ennél tébb is igazolhaté:



Parseval egyenldség

Tétel.

A Fourier egylitthatokra teljeslil az alabbi egyenl6ség:
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? +kg1 ak+b ; f (X)dX.
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"Energia megmaradas” jellegl allitas.



Egyenletes konvergencia
Altalaban nem igaz a Fourier sorok egyenletes konvergencigja.
De van egyenletesen konvergens trigonometrikus sor:
Tétel. (Fejér tétele)
Tfth f : R — R folytonos és 27 szerint periodikus.
Jeldlje s, az f fiiggvény n-edik Fourier polinomjat.

Képezziik ezek szamtani atlagat:

To(x) = So(x) + st (,)7():1 -+ 8n(X)

, n=1,2,..., xeR.

Ekkor egyenletes konvergenciaval:

lim Th(x) = f(x).
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