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Lancszabaly 2-dim-ban. 1. eset. Ismétlés

A Kulsé figgvény f(u). A belsé fiiggvény u = ¢(x,y),
= Az Osszetett fuggvény F(x,y) := f(¢(x, y)).

Tétel.
> Ha¢: S — R differencialhatd az (x, y) € int S pontban,
» éshaf: D — R differencidlhaté u = ¢(x, y)-ban,

akkor F = fo ¢ : S — R differencialhato (x, y)-ban, és

Fy(x,y) = f'(6(x,¥)) ¢k(x,¥),  Fy(x,¥) = '(o(x,y)) by, (X, ¥).
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Lancszabaly 2-dim-ban. 2. eset.

Klilsé figgveény f(x, y). Két belsé fiiggvény x = ¢(t), y = ().
Az bsszetett figgvény: F(t) := f(p(1),9(f)). F:"R - R".

Tétel.
» Hap,v : D — R differencialhatdak a t € int D-ban,
> haf:S— RdiffFhatd (x,y) = (¢(t),¥(t))-ben, és R, x Ry, C S,

akkor az ésszetett fiiggvény F : D — R differencidlhaté t-ben:

F/(t) = £(e(1), (1) (1) + 1 (o(1), ¥ (1)) (1)
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Példa . Azf flggvény « irany menti derivaltja (X, yo)-ban

f(Xo + tcosa, yo + tsina) — f(Xo, Yo)
t )

D.f(xo, Yo) = tll—r:E)
Legyenek
@(t) ==X+ tcosa, () = yo+tsina,
F(t) = f(xo + tcosa, yo + tsina) = f(p(), ¥(1)).
= Duf(x0,¥0) = F'(0).
A lancszabaly szerint
F'(t) = £ (o(1), (1)) cos o + £y (ip(1), (1)) sin .

igy F'(0) = (X0, Yo) cos a + f (X0, Yo) sin o = (grad f, (cos, sin)).



Osszetett fliggvény
Adott f(u, v) kétvaltozds fliggveny, ahol helyettesitlink:
u=9¢(x.y), v=V(xy)
¥,¢: R— R, R C R? adott kétvaltozos fliggvények. Tth.
S:={(uv):u=¢(x.y), v=2(x,y), (x,y) € R}C D.
Az dsszetett fliggvény F(x,y) = f(o(x, y), ¥(x, y)),

F:H—)R, (X,}/)'_}f(gb(xv}/)dj(xvy))
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Osszetett fliggvény

Példa. F(x,y) = eYsin(x + y), mint 6sszetett fliggvény:

u=o(x,y)=xy, v=y(xy)=x+y,
f(u,v) = €e'sin(v), = F(x,y)=f(u,v).
Allitas.
» Tfh a ¢, ¢ folytonosak (x, y)-ban.
» Tth f folytonos (u, v) = (¢(x, y), ¥(x, y))-ban.

Akkor F is folytonos (x, y)-ban.
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Lancszabaly 2-dim-ban. 3. eset.

Az dsszetett figgvény F(x,y) = f(o(x, y), (X, y)).
Tétel.

> Ha ¢, differencialhatok (x, y)-ban és
» ha f differencialhatd (u, v) = (¢(x, y), ¥ (x, y))-ban,

akkor F = f(¢, ) is differencialhaté (x, y)-ban:

Fe(x,y) =1/ (6(x,y), ¥(x,¥)) &%(x, ) + T, (8(X, y), (X, ¥)) Y3 (X, ),

Fy(x,y) = 1, (6(x, ¥), (X, ¥)) ¢y (X, ) + f, (6(X, ¥), (X, ) ¥y (X, y).



Implicit figgvény tétel
Példa feladat: Adott a sikban az F(x, y) = 0 gorbe.
y A gbrbe egy pontja, (a, b).

A pont kdrnyezetében keressik azt
az y = f(x) faggvényt, melyre
x F(x,f(x)) =0 és f(a) = b.

y = f(x) a gérbét megadd F(x, y) = 0 IMPLICIT FUGGVENY explicit

alakja.
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Implicit fUggvény tétel

Tétel.
> Tfh F(xo,¥%) = 0.
» Tfh F differencialhato (xo, yo) egy kérnyezetében.
> Tith F,(x0,0) # 0 (azaz az érintsik "ferde”).

Ekkor3l =11 x b = (X0 — a, Xo + @) X (Yo — B, Yo + B), intervallum,
hogy Vx € I1-re az F(x, y) = 0 egyenletnek 3'y = f(x) megoldasa
(azaz F(x,f(x))=0)ésy € b.
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Implicit flggvény tétel, F(x,y) =0

Tétel. (folytatas)

Tehat létezik egy f : I} — b fliggvény, melyre:
- f(x0) = Yo.
- f(x)e b, Vx el
- F(x,f(x))=0,Vx € K.

- Fy(x,f(x)) #0,Vx € .

Fu(x; 1(x))

F/

Tovabba f differencialhato Iy -ben, és derivaltja: f'(x) = — = ———=.
y (%, f(x))



Megjegyzések

1. Az implicit fliggvény tétel a gbrbe lokalis tulajdonsagarél szol.
2. Csak egzisztenciardl van sz6: létezik a megfeleld fliggvény. Nincs

konstrukcio.

A tételt nem bizonyitjuk. Ha mar tudjuk, hogy f differencialhato, akkor

derivaljuk az F(x, f(x)) = 0 egyenletet x szerint:
Fe(x,f(x)) - 1+ Fy(x, f(x))f (x) =0,

ahonnan a Tétel utolsé allitasa kdvetkezik, f/(x) = fm



Példa. F(x,y) =x2+y?—1=0 = y=+V1-x2

A

Konkrét (xo, o) mellett hdrom eset lehetséges.

A Haxp € (—1,1)és yo > 0, akkor f(x) = v1 — x2.
A- Haxg € (—1,1) és yp < 0, akkor f(x) = —v1 — x2.

B Haxo=+1,y=0.= Fj(x,0) =0, amo nem folytathato.
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F(x,y) = x3+y3—3axy = 0.

207

F(x,y) = 3x* — 3ay,

F,(x,y) = 3y? — 3ax.

\ F,(0,0) = F)(0,0)=0, = (0,0)

koral 7 explicit mo. A gdrbe ¥ mas

pontja alkalmas kiindulasi pontnak.
Az explicit figgvény derivaltja:

f'(x) =

3x®-Bay ay-x* _ af(x)—x

3y2 -3ax y2—ax f2(x)-—ax




F(x, f(x)) = 0, tovabbi derivaltak
Az explicit figgvény derivaltjanak kiszamitdsakor ezt hasznaltuk:
Fy(x,f(x)) -1+ Fy(x, f(x))f'(x) =0,
Ujabb derivalassal f a masodik derivaltja megkaphato:
Fee (X, F(x)) + (%, FOO) (%) + Frgy (x, F(x)) ' (x)+

+ F (x FOO)(F (X)) + Fy(x, Fx)) P (x) = 0. = f'(x)=...y/



