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Differencialhaté figgvény

Ismétlés. Az f differencialhatd az (xo, yo) pontban, ha igy irhato:

f(x,y) = f(x0, Yo) + fi (X0, Yo) AX + 1 (X0, o) Ay + o([|(Ax, Ay)|)
ahol Ax =x — xp és Ay =y — yo.

Geometriai jelentés: f(x, y) kdzelithetd az érintdsikkal.

f(x,y) = z = (X0, Yo) + f (X0, Yo)(X — X0) + (X0, Y0)(¥ — Yo)-

A sik (egyik) normalvektora: n = (f;(xo, yo), fy (X0, ¥0), —1)-



Irdnymenti derivalt

Definicio.
Legyen a. € [0,27). Az av irdnyd IRANYMENTI DERIVALT:

Daf(x.y) = lim f(XWCOSO‘vVWSM)*f(x,y)’
0—0+ 0

ha ez a hatarérték létezik. Masik jeldlés: % f(x,y).
Megjegyzés. Specidlis esetben, ha o = 0, akkor Dyof(x, y) = f(x,y)

ill. ha a = /2, akkor D, 2f(x, y) = (X, y).
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Allitas. Tegyik fel, hogy az f fliggvény differencialhaté (x, y)-ban.
Ekkor (x, y)-ban minden « € [0, 27) esetén 3D, f(x,y), és

Do f(x,y) = fu(x, y)cos a + f(x, y)sin a.

Bizonyitas. A differencialhatésag miatt

f(x+ocosa, y+osina) = f(x, y)+(x, y)ocos atf, (X, y)osin a+o(|ol)

Ebbdl kdvetkezik, hogy

f(x +ocosa, y + osina) — f(x, y)
1%

fr(x, y)cos a+1)(X, y)sin ot (|QQ|)

melynek hatarértéke o — 0+ esetén: fi(x, y)cosa + f)(x, y)sin a.



Geometriai jelentés

Differencialhatésdg = "minden iranyban sima”.
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IrAnymenti derivalt, altalaban

Definicid.
Adott v = (w1, ) irdny, melyre ||v| = \/vZ + vZ = 1.

A v IRANYMENTI DERIVALT az (x, y) pontban:

va(x’y): lim f(X+QV1,Y+QV2)_f(X7Y)
0—0+ %

b

ha ez a hatarérték létezik.

Kovetkezmény. Ha f differencidlhaté, akkor D, f(x, y) kiszdmitasa:

va(va) =W f):(xvy) + V2 f}l/(X7y) = <grad f’ V>'



Példa
Legyen f(x,y) = x2 + y?, v = (cos a, sin ).
f(x,y) =2x, fj(x,y) =2y = Daf(x,y)=2xcosa+2ysina.
Adott r sugart kér mentén: xo = r - cosf, yp = r - sinf.
D.f(Xo0,Y0) = 2rcosf cosa + 2rsinf sina = 2r cos(f — «)

Lathato, hogy

- D, f(Xo, ¥o) maximalis, ha oo = 6,

- Dyf(X0, %) =0,haf —a=m/2.

Vajon hogyan értelmezhetjiik geometriailag ezt a tényt?



- D, f(xo, ¥o) maximalis, ha oo = 6,

- Daf(Xo,yo) =0, ha—a= 7T/2.



Masodrend(i derivaltak

Definicio.
Adott f : D — R kétvaltozds fliggvény, és (xo, ¥o) € int D.
f KETSZER DIFFERENCIALHATO ebben a pontban, ha

> f(x,y) differencialhaté az (xo, yo) egy kérnyezetében,

> és fy(x,y), f(x,y) differencialhatoak az (xo, yo) pontban.

Tétel.
Ha f kétszer diff-hato (xo, yo) -ban, akkor £y, (xo, Yo) = fj(Xo, Yo)-



Hesse matrix

Definicio.
Ha a fiiggvény kétszer differencialhatd, akkor a fliggvény MASODIK

DERIVALTJA egy matrix:
foc (X0, o) fx(X0, o)
H(xo, o) =
fo (X0, ¥0)  f7(X0, Yo)
H(xo0, ¥o) az adott ponthoz tartozé HESSE MATRIX.

Kovetkezmény. Hesse matrix mindig szimmetrikus.



n-valtozés fliggvény

Ismétlés. D c R", f: D — R n-VALTOzOS FUGGVENY:
f(x)=f(x1,...,Xn).

Az i-dik valtozd szerinti PARCIALIS DERIVALT:

f(X1,...,X,’,1,€,X,‘+1 ...,Xn)—f(X1,...X,',...

9 Xn)

f, =i
x,(X) EE’T}(/‘ §— X

ha a fenti hatartérték létezik és véges.

s s O
Tovabbi jel6lés a—xif(x).

)



Teljes derivalt

f: D — R n-valtozds valos fliggvény, x belsd pontja D-nek.

Definicio.

Az f fiiggvény TELJESEN DIFFERENCIALHATO x-ben, ha 3A € R”,
hogy minden Ax = (Axy, ..., Ax,) megvaltozas esetén, melyre
X+ Ax € D:

f(x + Ax) = f(x) + AAx + o(||Ax]),

ahol [ Ax|| = \JAX + ..+ D,



Tétel.
Ha f differencialhaté egy a € D bels6 pontban, akkor

A=(f(a),...,f, (a)) =: grad f(a).

Tétel.
f:D— R, acint D. Ha az a valamely U kérnyezetében

- leteznek az f; (x), k = 1,...n parcialis derivaltak, Vx € U,
- és folytonosak a-ban,

akkor f differencialhaté a- ban.



Masodik derivalt

Definicid.
Tth az f fliggveny parcialis derivaltfiiggvenyei teljesen
differencialhatéak x € Ds-ben.
A MASODIK DERIVALT egy matrix, H(x) € R™" dimenziés matrix,
melynek (i, j)-dik eleme:

Hj(x) = (g{;&(x).

H(x) az x pontbeli HESSE MATRIX.



Irdnymenti derivalt
Definicid.
f:D—R,ésxcintD. Adottv = (v1,...,Vy) irdny, melyre |v| = 1.
Az f fliggvény v IRANYU DERIVALTJA, ha létezik és véges ez a lim:

D,f(x) := gl—i>r8+ W

Tétel.
Ha f teljesen differencialhato x-ben, akkor minden v-re 3D, f(x), és

Zv, = (grad f(x), v).



Osszetett fliggvény

=" Lancszabaly két dimenzidoban”

Ismétlés. Lancszabaly valds fliggvények esetén:
Legyen f a kiils6 fliggvény, és g a belsd fliggvény.
Feltesszlk, hogy mindkettd differencialhato.

Ekkor (fog) (x) = ' (g(x)) - g (X).
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Lancszabaly 2-dim-ban. 1. eset.

A Kilsé flggveény f(u). A belsé fiiggvény u = ¢(x,y),
= Az Osszetett fuggvény F(x,y) := f(¢(x,y)).

Tétel.
> Ha¢: S — R differencialhatd az (x, y) € int S pontban,
» és haf: D — R differencialhato u = ¢(x, y)-ban,

akkor F = fo ¢ : S — R differencialhaté (x, y)-ban, és

Fx(x,y) = '(o(x.¥)) 9 (x. ),  F(x,y) = (¢(x,¥)) ¢} (X, ¥).



Bizonyitas.
F(x+24x,y+Ay) = F(x,y) = f(d(x+ Ax, y + Ay)) = {(¢(x, ¥)) = (%)
f differencialhatd, ezért f(u+ Au) — f(u) = f'(u) Au+¢(Au)
(x) = f(o(x.¥)Ad(x,y) +e=
= F(¢(x,¥)) - (DX, ¥) DX + &y (X, Y) DY + 1) +e.
Tehat azt kaptuk, hogy
F(x+Ax,y+Ay)—F(x,y) =
= (Fe(x, y) g5 1)) Ax + (F(6(x, ¥)dy (X, ) By + e2.

F differencialhato. A jobboldal f6 tagja: Fy(x, y)Ax + F)(x,y)Ay.



Példa

Legyen F(x,y) = f2(x,y), ahol f(x, y) figgvény differencialhatd.
Kilsd fliggvény z = u?, belsd fliggvény u = f(x, y).
Ekkor (u1?)" = 2u, ezért

Fy(x,y) = 2f(x,y) fi(x,y), Fy(x,y) =2f(x,y) f,(x,y).
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