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Inhomogén Linearis DE

Linearis differencialoperator:

Lyl =y™ +aym D+ t+ay, a=alx),j=1,...n

INHOMOGEN LDE: L[y] = f, ahol f adott fliggvény, azaz

Y0 (x) + a1 )y () + .+ an(x)y(x) = f(x).

Tfh az L[y] = 0 homogén egyenlet megoldasai ismertek.

Az ndb linearisan fliggetlen megoldas y1, ..., ¥n.
n

A HLDE altalanos megoldasa: y = ) ¢k, ckeR.
p



Inhomogén LDE. L[y| = f

Tétel.
A LDE megoldasainak strukturaja:

1. Hayy, aHLDE mo-aés y, az IH LDE mo-a
\

Y1 + Yo az inhomogén LDE mo-a

2. Hayy és y» azinhomogén LDE mo-a

4

Y1 — Y2 a homogén LDE mo-a



Allandék varialasa modszer
Az IH egyetlen megoldasat keressiik:
Yo(X) = 11 (X)y1(x) + -+ +n(X)¥n(x), "Ck ~ k(X)"
Allitas. Az alabbi feltételek esetén:
Nyt ke = 0

N+ = 0

AT 4P = 0
A s = f(x)

n
Y = _ Yk valoban megoldas: L[y] = f.
k=1



Allanddk varialasa modszer

Kompakt formaban a feltételek:

» Yo e Yn 71
Y1 Yoo - Vi Yo
y1(nf1) y2(nf1) y’(7nf1) ’y’

Baloldalon: Wronski-matrix. Megoldhat6../



n
BIZONYITAS. Legyen y = ~4yx. Derivaltja
k=1

n n n
Y'=D v+ Dk = > k.
k=1 k=1 k=1

n
Hasonléan j < n-re: yU) =0+ Z’W/Ej)-
k=1

n n
y = Z YD =Y
k=1 k=1
n
Behelyettesitve, L[y] = > L{ykyxl:
k=1

Lyl =f+> wullyd =1, ui Lyl =
pa



Specidlisan. y" + a1y’ + asy = f.

A HLDE alapmegoldasai: y1, yo.

Az IH partikularis mo: yp = y1y1 + 722, 71(X) = 72(x) =7
A feltételek:

N1ty = 0

ity = f

igy a megoldandé egyenletrendszer:

o yve\ [ ) _ (0
i Ve 7 f



Példa. Harmonikus rezgés.

"ry= ! Tex<
y y_cos(x)’ 2

SIE

1.) Homogén rész.
Vi4y=0 = PN =X+1 = Ao = Ei.

= y1 = cos(x), Y2 = sin(x).

Homogén altalanos mo. y, = ¢4 cos(x) + ¢ sin(x), ¢1, CeR.



2.) IHrész. yp = vy cos(x) + y2sin(x). v1 =7 2 =7

cos(x) sin(x) | [ () | _ 0
—sin(x) cos(x) Y2(X) B o5 %) |
Vi (x) [ cos(x) —sin(x) 0
wx) )\ sin) cos(x) )\ am

3.) Alt. mo. yar(x) = (In(cos(x)) + ¢1)cos(x) + (x + c2)sin(x).



Probafliggvények alkalmazasa IH LDE megoldasara

Allandé egyiitthatés IH LDE, melynek specidlis a jobboldala,

egyik partikularis mo-a specialis alaku.
Lyl = y™P(x) + aryD(x) + ... + any(x) = f(x), ajeR.

Néhany alapeset:
- Ha f(x) = Ke™, aeR, akkor y(x) = Ae**, A=?
- Ha f(x) = amx™+--- + ag, akkor y(x) = Apx™ +--- + Ao
alakua, Ag, ... Ap =7
- Ha f(x) = K'sin(ax) vagy f(x) = K cos(ax), akkor
y(x) = Asin(ax) + Bcos(ax) alaku, A=? és B =7

Ha f(x) flggvények 6sszege, akkor a probafliggvény is 6sszeg.



Kétdimenziés DER

Keresink y(x) és z(x), melyek kielégitenek egy DER-t:
y'(x) = f(x,y(x),z(x)) (1)
Z(x) = g(x,y(x),z(x)), @)
ahol f, g : R® — R tipusuak.

Tétel.
T C R3, és(xo, Yo, 20)eintT. Tthaz f,g: T — R fiiggvényekre

f(x,y,2) = H(x, 5, 2)| < M(ly = y| + [z = Z])

Ekkor az (1), (2) DER-nek tetszbleges y(xo) = Yo, Z(X0) = 2o

kezdetiertékkel 3! megoldasa.



n-dimenziés DER
y‘{ = f1(X7.y17"'7yf7) y1(X0):.y107
Yo = falX,y1,....¥n) ¥n(X0) = Yno

Ismerds? Legyen y©®) + aiy” + apy’ + asy = ¢(x).
Rendeljik hozza kévetkezd DER-t:

Ya = —aiys— agy> — ays + ¢.



3 dim. lineéris, alland6 ethatdés homogén. DER

Yi = anyi+any+ aiys ¥1(0) = Yo
Y = a@xy1+azy2+ axsys y2(0) = yo2 -
Vi = as1yr+ asys + assys, ¥3(0) = Y03
Kompakt alak:
yi(x) yi(x) an a2
YX)=| yo(x) | YOO)=| ws(x) | A=| an ax
ya(x) y3(x) a1 ase

A DER igy irhaté

Y'(x) = AY(x),  Y(0)= Y.

as
a3

as3



Példa, folytatas

i = )
Yo = V3
Y3 = —agyi— ayo—aiys+¢.

Az egyUtthaté-matrix

—dz —a —a

Ez a DE KISERO MATRIXa (companion matrix).



Y'(x) = AY(x), Y(0)
Tétel.

Yo.

A linedris DER megoldésa: Y(x) = e~ Y.
A matrix: e - k
Az e* matrix: e Z kIA

Pl. ha A szimmetrikus, akkorA UDUT, ahol

A 0 0
Ulu=uU"=1, D= 0 X 0
0 0 X
Ekkor Ak = UDUT - UDUT - .- UDUT = UDKUT,
e 0 0
— " =UePU", ahol e’| 0 &2 o0

0 0 e



Y'(x) = AY(x)

Tétel.
Tfh A sajatértéekei kiilbnbozoek: A1, Ao, A3.
A megfelel6 sajatvektorok s1, so, Ss.

Ekkor a DER linearisan fliggetlen megoldas-rendszere
Y, = eM¥sy, k=1,2,3.

Tovabba VY (0) = YoeR® kezdetiértékhez 3'Y megoldas,
melyre:

Y=cYi+cY+C3Ys, ckeR.



Bizonyitas.

1. (Yx = eMXsy) linearisan fiiggetlenek: \; # Aj €s s Ls;.
2. Yy = eM*s, megoldas, u.i.
Y,:(X) = )\keA"XSk,
AYi(X) = AeM¥ s = eM¥ As = eM¥ ),k
= Yi(x) = AYk(X).

Megjegyzés. A tétel akkor is igaz, ha minden t6bbsz6ros

sajatértékhez linearisan fliggetlen sajatvektor-rendszer tartozik.
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