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Inhomogén Linearis DE

Linearis differencialoperator:

Lyl =y +ay™ D+ . +ay, a=a(x),j=1,...n

INHOMOGEN LDE: L[y] = f, ahol f adott fliggvény, azaz
YO (x) + a1 (x)y " (x) + ..+ an(x)y(x) = f(x).

Tth az L[y] = 0 homogén egyenlet megoldasai ismertek.

Az ndb linearisan fliggetlen megoldas y1, ..., ¥a.
n

A HLDE altalanos megoldasa: y = > Ck¥k, Ck € R.
k=1



Inhomogén LDE. L[y| = f

Tétel.

A LDE megoldasainak strukturaja:

1. Hay, aHLDE mo-aés y, az IH LDE mo-a
U

Y1 + Yo az inhomogén LDE mo-a

2. Hay, és y» azinhomogén LDE mo-a

4

y1 — y2 a homogén LDE mo-a



Allanddk varialasa modszer

Az IH egyetlen megoldasat keressuk:

Yo(X) = 11 (X)y1(X) + - -+ 70(X)¥n(X), " Gk ~ W (X)"

Allitas. Az alabbi feltételek esetén:

Nyt mYe = 0
ViVit+ vy, = 0
- _2
AT = 0
—1 —1
ATV Y = f(x)

n
Y =Y Yk valoban megoldas: L[y] = f.
k=1



Allanddk varialasa modszer

Kompakt formaban a feltételek:

Y1 Y2 e Yn
i Yo oo Vn
y1(n71) yén 1) . y,(7n 1)

Baloldalon: Wronski-matrix. Megoldhat6../

71

/

T2



n
BIZONYITAS. Legyen y = > ¥k Derivaltja
k=1

n n n
Y = v+ Y wVk= D Wi
k=1 k=1 k=1

n
Hasonléan j < n-re: yU) =0+ ka}/ﬂ
k=1

n n n
YO =3T3 N =143 ™.
k=1 k=1 k=1
n
Behelyettesitve, L[y] = >  L[vyl:
k=1

Lyl =f+> wliyd =1, wi Ly]=0.
k=1



Specidlisan. y" + a1y’ + asy = f.

A HLDE alapmegoldasai: y;, yo.

Az IH partikularis mo: y, = v1y1 + v2)2, 71(x) = 72(X) =7
A feltételek:

Nyt = 0

ViV + Y. = f

igy a megoldandé egyenletrendszer:

noy | 7 _ 0
2B V2 f



Példa. Harmonikus rezgés.

1

7 _ o
y oy = cos(x)’

<X <

NS

NS

1.) Homogén rész.
y'+y=0 = PN =XN+1 = \z2==i

= yj = cos(x), Y2 = sin(x).

Homogén altalanos mo. y, = ¢4 cos(x) + Czsin(x), ¢1,¢2 € R.



2.) IH rész. yp = 1 cos(X) + yzsin(x). y1 =7 2 =7

( cos(x)  sin(x) ) . 71 (X) _ 0 .
—sin(x) cos(x) Ya(X) cos1(X)
_ (%(x) [ eosx) —sin() | [0
’yé(X) Sin(X) COS(X) cosj(X)

V() = _sin(x)

— cos(X)
Y(x) = 1 = y2(x) = x.

= y1(x) = In(cos(x))

3.) Alt. mo. yan(x) = (In(cos(x)) + ¢1)cos(x) + (X + c2)sin(x).



Probafliggvények alkalmazasa IH LDE megoldasara
Allandé egyiitthatés IH LDE, melynek specidlis a jobboldala, egyik
partikularis mo-a specialis alaku.

Lyl = Y00 + @y " () + ..+ any(x) = f(x), 3 € R.
Néhany alapeset:
- Ha f(x) = Ke™*, a € R, akkor y(x) = Ae**, A=?

- Haf(x)=amx™+ -+ ag, akkor y(x) = Apx™ + - - - + Ap alakd,
AO, e m :?

- Ha f(x) = K'sin(ax) vagy f(x) = K cos(ax), akkor
y(x) = Asin(ax) + Bcos(ax) alaki, A=7 és B =?

Ha f(x) fuggvények 6sszege, akkor a prébafliggvény is 6sszeg.



Kétdimenziés DER
Kereslink y(x) és z(x), melyek kielégitenek egy DER-t:

y'(x) = f(x,y(x),z(x)) (1)
Z(x) = g(x,y(x),z(x)), (2)
ahol f, g : R® — R tipustak.

Tétel.
T C R®, és (X0, ¥0,20) €intT. Tfhazf,g: T — R fliggvényekre

‘f(X7y,Z) - f(X,y?N < M('.y_y' + ‘Z_2|)

Ekkor az (1), (2) DER-nek tetszbleges y(xo) = Yo, Z(X0) = 2o

kezdetiértékkel 3! megoldasa.



n-dimenziés DER
.y1 = f1(XaJ’17~---,Yn) Y1(X0):}’107

y,/-, = fn(X7y1a"'7yn) yn(XO):ynO
Ismerds? Legyen y©®) + ay” + axy’ + asy = o(x).
Rendeljik hozza kovetkezé DER-t:

o= )
Yo = V3

Y3 = —aiyz— ayo— ayi +¢.



3 dim. lineéris, alland6 ethatdés homogén. DER

yi = anyr + aiys + asys ¥1(0) = Yor
Yy = axiy1+ anye + asys y2(0) = yoz -
Y3 = asiyr+ asys + asays, ¥3(0) = yos
Kompakt alak:
y1(x) yi(x) a1 a2 ais
YX)=| yo(x) |» Y)=| w(x) |, A= an axn ax
y3(X) y3(x) d31 dsp ass

A DER igy irhat6

Y'(x) = AY(x),  Y(0)= Y. (3)



Példa, folytatas

Yyi = )
Yo = V3
Vs —agy1 — aye — aiys + ¢.

—dz —a& —a

Ez a DE KISERO MATRIXa (companion matrix).



Y'(x) = AY(x), Y(0)
Tétel.

A linedris DER megoldésa: Y (x) = €*Yj.

Yo.

=1
A sy oA K
Az e* matrix: e* := ;) EA .
Pl. ha A szimmetrikus, akkor A = UDUT, ahol

M 0 0
utu=uuT =1, D=1 0 Xx O
0 0 X\

Ekkor AK = UDUT - UDUT --- UDUT = UDKUT,

e 0 0
— e*=UePU’, ahol e?| 0 e 0

0 0 e



Y'(x) = AY(x)

Tétel.
Tfh A sajatértékei kiilbnbdzbek: \1, A2, A3.
A megfelelb sajatvektorok si, sp, S3.

Ekkor a DER linearisan fiiggetlen megoldas-rendszere
Yy = eMXsy, k=1,2,3.
Tovabba VY (0) = Y, € R® kezdetiértékhez 3'Y megoldas, melyre:

Y=cYi+cYo+c3Ys, ck € R.



Bizonyitas.

1. (Yx = eM*sy) linearisan fuggetlenek: \; # Aj €s sjLs;.
2. Yy = eM¥s, megoldas, u.i.
Y,:(X) = /\keAszk,
AYk(X) = AeA”sk = eAkXAsk = e*k")\ksk.
= Yi(x) = AYk(x).

Megjegyzés. A tétel akkor is igaz, ha minden t6bbszords

sajatértékhez lineéarisan fliggetlen sajatvektor-rendszer tartozik.
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