Differencialegyenletek. Il. rész.

2018. majus 7.



Differencialegyenletek osztalyozasa

A differencialegyenleteket (DE) osztalyozhatjuk tipusuk szerint:

- Ko6zoénséges differencialegyenlet, ODE

y = y(x) =7 Pl a rezgdbmozgas DE :

y'(x) +y(x) =0.

- Parcialis differencialegyenlet, PDE
u=ux,y,...)="

Pl: u=u(x,y)=?

U;(/X(Xay) + ullvly(x7y) = 0



Tovabbi osztalyozas

- DE RENDJE n, ha az ismeretlen fliggvény legmagasabb

rendl derivaltja n.

- DE lehet IMPLICIT és EXPLICIT alaku:

DE explicit, ha olyan y = y(x) fuggvényt kerestink, melyre

y(n) = f(X7.y7"'7y(n71))'

A DE implicit, ha nem explicit. Pl. F(x,y,...,y™) =0.



Linearis DE

A DE LINEARIS, ha y, ¥, ..., y(") lineéris kifejezése szerepel:
a1 ()Y (x) + a2()y "D (x) + -+ ana ()y (x) = £(x),

ahol az ax = ax(x).
A LDE HOMOGEN, ha f(x) = 0, egyébként inhomogén.

Ha axcR, akkor allando egyiitthatos DE.



Elsérend(i DE

Altalanos alak: y’ = f(x, y), ahol f: D — R, ahol D ¢ R?

DE megoldasa: (a, b) C R intervallum, ezen y : (a,b) -+ R

flggvény, melyre

Y'(x) = f(x,y(x)), Vxe(a,b)



Els6rendli DE. Geometriai reprezentacio

A DE-hez tartozd IRANYMEZ®:

V(x, y)eD-ben adott f(x, y) iranytangensi pici szakasz.

A DE megoldasa: Olyan gorbét kerestink, melynek minden

pontjaban az érintd = kijelolt irany.
Ez az INTEGRALGORBE.

Ha adott (xp, o) kezddpont, akkor olyan gérbét keresiink, mely

atmegy ezen a ponton.



Picard tétel
KEZDETI ERTEK FELADAT, vagy CAUCHY-PROBLEMA

Yy =f(xy), y(x)=¥

Tétel. (Egzisztencia és unicitas)

Adott (xg, yo)e intD. f : D — R folytonos, és 3L > 0:

1f(x,y1) — (X, y2)| < Llyr —yo|  Y(X,y1), (X,¥2)eD.

Ekkor letezik | = (xo — a,, Xo + @), és y : | — R megoldas , ami

egyeértelmdl.



Néhany specialis elsérendl differencidlegyenlet. Ism.

1. Szeparabilis DE. y' = h(x)g(y). Ennek megoldasa:
1
——ay = /h x)dx.
/ g™ )

2. Szeparabilisra visszavezetheté DE. Pl. y' = f (%) alaku.

. f(u) —
Ekkor az u(x) = yg(x) helyettesitéssel: v’ = (U)X =

3. Linearis DE: y' = a(x)y + f(x).
4. Linearis helyettesitéssel megoldhato DE: y' = f(ax + by)

alaku. Ekkor u(x) = ax + by(x): helyettesitéssel

U = a+ bf(u).



Linearis differencialegyenlet

Linearis Differencial Egyenlet LDE altalanos eset:
y'=ay+b
ahol a = a(x), b= b(x) ahol a(x), b(x) adott figgvenyek.

—Ha b(x) = 0, akkor a DE homogén

—Ha b(x) # 0, akkor a DE inhomogén.



Homogén LDE

y' = ay, a=a(x)
Allitas.
A homogén LDE altalanos megoldasa:

y(x) = ce®®)  ceR

ahol

az afliggvény egyik primitiv fliggvénye



Allandé egytthatés homogén LDE

Specidlis eset.

y'=ay, y(x)=x

ahol a(x) = a konstans, és Xy, yo adott szamok.

A Cauchy feladat megoldasa

y(x) = yoe@X—0).



Inhomogén LDE. y' =ay + b

Tétel.

A LDE megoldasainak strukturaja:

1. Hay; a HLDE mo-a és y» az IH LDE mo-a

4

Y1 + Yo az inhomogén LDE mo-a

2. Hayy és y» azinhomogén LDE mo-a

4

y1 — Y2 a homogén LDE mo-a



Inhomogén LDE. y' = ay + b

A homogén egyenlet megoldasa y = ce?(¥), ahol ceR, A’ = a.

Az inhomogén egyenlet megoldasat igy keressiik:
y =u(x)e™, u=u(x)=?

(c ~ u(x)), konstans helyett fliggvény.

Az inhomogén DE altalanos megoldasa:

y(x) = i“iﬁ / b(x)e—A(X>dx>

— az els6 tag a homogén egyenlet altalanos megoldasa,

—a masodik az inhomogén egyenlet egy konkrét megoldasa.



Linearisan flggetlen fliggvények

Definicio.
Adott y1,¥o,...,Yn: D — R, k6z6s D C R ET.Ezek LINEARISAN

FUGGETLENEK, ha

yx)=ciyi(X)+...+cayn(x) =0 <= ¢ =...=¢,=0.

1.Példa. y1(x) =1, yo(X)=x, ..., yn(x)=x""1 és

D = (a, b). Tetszdleges lineéaris kombinaciojuk polinom:

C1 —|—CgX—|—...Can_1.

Ha egy polinom egy intervallumon elt{inik, akkor valéban

minden egyultthatoja 0.



2.Példa. D = [0,27], és
yi(x) =sin(x), ya(x) =sin(2x), ... ya(x)=sin(nx).

Trig. rendszer ortogonalis = linearisan ftlenek.

3.Példa. D — [0, 27, 65
y1(x) =sin?(x), ya(x) =cos(2x), y3(x) = cos?(x).

Linearisan 6sszefliggok.

4. Példa. a; < a» < ... < an. | C Rintervallum.
yi(x) = e**,  yo(x)=e%®*, ..., ya(x)=e?¥

A rendszer linearisan fliggetlen. Teljes indukcié n-re. |/



Feltétel linearis fliggetlenségre

Definicié.
Tthyy,...,yn: D — R (n—1)-szer differencialhatoak. A
WRONSKI DETERMINANS:

vi(x)  ye(x) ... ya(x)
Wlyi, ... yn(x) = det i) ye(x) - ya(x)
YO L Y

Wly1,...,¥n] : D — R is egy valos fliiggveny.



Alitas. Tfh yq,..., v, : D — R linedrisan 6sszefliggdek és

(n — 1)-szer differencialhaték. Ekkor

W[Yh---a)’n]:O-

Bizonyitas. Linearisan dsszefliggbek —

Ciyi+...+¢cnyn=0, plc;#0

c c
Ekkor: yy = —C—zyg—...— C—:yn.

1
, C C K
Ugyanlgy:y{z—fyé—...—?:’yg, y =

Tehat a matrix els6 oszlopa = t6bbi linearis kombinacioja

= a matrix szingularis.



Linearis flggetlenség és Wronski determinans

Kovetkezmény. Ha Wy, ..., ya](x) # 0 valamely x-ben, akkor

Yi,--.,Yn linedrisan fliggetlen rendszert alkotnak.

Allitas. Ha y1, ..., y, n-szer differencialhatok D-ben, akkor

Wlys,...,¥n| =0,<= yi,...,¥n linearisan 0sszefliggdek.



Példa.
y'(x) +g(x)y(x) = 0.

Legyen ennek két megoldasa y; és y». Ezek Wronski

determinansa:

Wlyy, yo] = det g = det 4 % —-0.
27 —9(X)y1 —9g(X)y2

— Linearisan 6sszefliggdek, y1 = cy» vmely ceR.

Kovetkezmeény. Az elsérend(i HLDE megoldasa KONSTANS
SZORzOTOL eltekintve egyértelmii. Ha adott egy megoldasa,

akkor az 6sszes tobbi kifejezhetd ennek konstans-szorosakeént.
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