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4. fejezet

Feladatok



4.1. Allandé6 egyiitthatos linearis DE

Hatarozzuk meg a kovetkezg Aalland6 egyiitthatos linearis DE-k altaldnos

megoldasat:

4.1.]y" —y=0 4.2.] " +y=0

(4.3.] 4" + 2y — 15y =0 4.4.] ' +2/ +y=0
(4.5.] ¥ + 12y +45y =0 14.6.] y©®) —y/ =0

y®) — 8y + 16y =0 Y 42y 4y =0
4.9. y® —y=0 4.10. ¥ +3y" + 3y +y =0
4.11. 3" — 6y +8y =0 4.12. 4y + 4y +y =0
4.13. 3" — 2y +5y =0 4.14. 6y" — 5y +y =0
4.15. 3" — 10y’ + 25y 4.16. 4y" + 12y +9y =0

4.17. y(6) — 4y(5) + 6y(4) _ 4y/// + y// —0
4.18. y® + ¢ — 6y =0 4.19. y® 4 4y@ 44" — 0

4.20. y'V — 4y®) 4+ 4y" = 0 4.21. yW -2y =0
y@W+dy =0

Irjuk fel az alabbi inhomogén linearis differencidlegyenlet altalanos meg-
oldasat a homogén egyenlet alaprendszerének ismeretében.

4.23.

" 2z

y'+y —6y=xz, y=e", yp=e

4.24.

y"'+ 2y + 5y = y1 = e “cos2r; Yy =e sinx

e* cos 2x’



4.25, .

y,/_zy/+y: (1—1])27 Y1 :e:p; Y2 = xe’
4.26.

Y+ 4y = , Y1 = cos2x; Yo = sin2x

cos 2x
4.27. g
"o 4y = ’ — 6296; — 6—21‘
Y Y o 11 Y1 Y2

4.2. Masodrenditi homogén linearis DE

Hatarozzuk meg az
*(Inz— 1)y —ay +y=0
differencidlegyenlet altaldnos megoldéasat, ha egy partikuléris megoldéas

az y1(x) = x fiiggvény.

Hatarozzuk meg az alabbiakban adott differencidlegyenletek altalanos meg-
oldasat egy y; = y1(z) partikularis megoldas ismeretében.

4.29.
ay’ —(x+ 1)y —2(x - 1)y =0; y =e*
4.30.
(I+2*)y" +ay —y=0; y1=ux;
4.31.
y'sin?r — 2y =0; y, =ctgx
4.32. .
=17y +alz -1y +(z-2y=0  mn=—
4.34.

2y —ay =3y =0, y=ux



4.35.
22y —2xy + 2y =0; y = 2?
4.36.
(1 -2y —ay =0; y, =arcsinz
4.37.
' —(1+2)y+y=0;, pp=o+1
[rjuk fel az

(2 +1)y" 4+ 22y —2y =0

differencidlegyenletet y(0) = 2, 3/(0) = 1 kezdeti feltételeknek megfelels
partikularis megoldasat, ha y; = x partikularis megoldas.

Irjuk fel az alabbi differencialegyenletek adott kezdeti feltételeket kielégitd
megoldasat, ha a differencidlegyenlet egy partikularis megoldasat ismerjiik.

4.39.
2z —2?)y" + (2* = 2)y +2(1 —2)y = 0; y1 = 2”
y(1) =e, y'(1)=3e
4.40.
sin®x ¢y’ +sinx coszxy —y=0; y; =ctgx
T T
Den /()
Y <2> g
4.41.
(20 + 1)y + (4 — 2y ~ 8y =0; o =
y(0) =5, y'(0)=—4
4.42,

Q-2 +ay —y=0;, y=e€"
y(0) = -2, y'(0)=1



4.3. Masodrendi inhomogén linearis DE

Hatarozzuk meg az
2’ (Inx — 1)y — 2y’ +y= (zlnx — z)?

egyenlet altalanos megoldésat.

Hatarozzuk meg az aldbbi inhomogén linearis differencialegyenletek altalanos
megoldasat, a homogén egyenlet egy partikularis megoldasanak ismeretében.

4.44.
y'sin®x — 1/ sinz cosz +y =sinz; y(z) =sinz

4.45.

22(1 - 2Inz)y” +2(1+2Inx)y — 4y =2zInz — 3z; yi(z) = 22

4.46.
2+ 1)y —(z+ 1)y +y=u1; y(z) = Vo +1
4.47.
vy — (1+2)y +y=2%" yzr)=z+1
4.48.

(xcosx —sinz)y” + zsinay’ —sinz y = (z cosx — sin z)?

yi(z) ==

Hatarozzuk meg az alabbi inhomogén linearis differencialegyenletek adott
kezdeti feltételt kielégité megoldasat a homogén lineéris differencialegyenlet
egy partikularis megoldasanak ismeretében:

4.49.

2%y’ — 2wy + 2y = 3sinw; Yy, = 2%

a) y(g)zﬁ; y’(g>:0
b)  y(0) =0; y'(0) =2



4.50.

4.4.

Allandé-egyiitthatoés linearis inhomogén
DE

Irja fel az alabbi diferencidlegyenletek altalanos megoldasat.

y' +2y +y=zsing yW — 4y + By = 3e3
y’”—i—3y”+3y’+y:e_”+cosx

y" 3y 3y +y=e - cosa

4.55.] Y —y = (20 +3)e” 4.56.] y' +y = —dcosw

4.57.

4.58.

4.60.

4.61.

4.62.

4.63.

4.64.

4.65.

4.66.

y" —5y" + 7y — 3y = 8e"(2x — 1)

y'+y —12y=shua 4.59. i —y — 2y = 8%

y" — 2y — 3y = 2cos3x
y' =3y —dy=e"

y" — 4y = we* 4 sinx + x?
y' —y — 12y = 42* — 62 — 3
y" — 3y — 4y = e** + 2sinw
v'+ 2 +y =1+e"

y® 4+ 2" + 5y + 8y’ + 4y = cos x + 40e®



4.67. yO) +y" +y +y=xe® 4.68. y" — 3y + 2y = 2€” cos%

4.69. yW — 4y 4+ 6y" — 4y +y = (v + 1)e”

4.70. ' — 6y + 9y = W

4.71. ¥y +y=tgx 4.72. y' +y =2sinx sin2z
4.73. 2y + 5y = 29x sinx 4.74. ' + 4y — 5y =1

4.75. y" — 9y = 3sh 3z 4.76. v —2y" —y' + 2y =ch 2z

Hatarozzuk meg az aldbbi allando egyiitthatoji inhomogén lineéris differen-
cidlegyenletek adott kezdeti feltételeket kielégité partikularis megoldasat.

4.77.

4y + 16y + 15y = de 2"

y(0) =3, %(0)=-55
4.78.

y" — 2y + 10y = 102% + 182 + 6
y(0)=1, #(0)=3.2
4.79.
y' =y =2(1—ux), y(0)=1, ¥'(0)=1
4.80.
y' =2 =" (¥ +x—-3), y(0) =2, ¥ (0)=2

4.81.

y' +y+sin2x =0 ym)=1, ¢ (m)=1
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4.5. Allandé-egyiitthatés linearis inhomogén
DE és Laplace transzformacio

Az alabbi kezdetiérték feladatokat oldjuk meg Laplace-transzformécio

segitségével:
4.82.
y'—y =2-2x; y(0)=1, y(0)=1
4.83.
y' =3y —dy=e" y(0)=2, y(0)=4
4.84.
y" — 4y + 4y = 8sin2zx; y(0)=2; 3 (0) =4
4.85.
'+ 4y + 4y = 2cos3z; y(0)=1, ¥y (0)=0
4.86.
y' + 4y +4y = 4sindx; y(0)=0, ¢ (0)=0
4.87.
y' =2y +y=6ze”; y(0)=2, ¢y'(0)=1
4.88.
y'+5y +dy=¢*; y(0) =0, y'(0)=0
4.89.
y'+5y +4dy=e7" y(0)=0, y'(0)=0
4.90.

y' —y =12y =3z —2; y(0)=0, y'(0)=0



4. fejezet

Megoldasok

11
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4.1. Allandé6 egyiitthatos linearis DE

Keressiik a megoldast y = e’ alakban. Ekkor:
Y = AN,y = A2,
ezért a differencidlegyenlet
Ner — M =,
Mivel e* #£ 0, tehat A2 — 1 =0, s innen A\ = 1. A megoldas tehat:
y = Cre” + Che™™.

Figyelembe vessziik, hogy a partikularis megoldasok linearis kombina-
civja is megoldés, tehat az

% = ch z, illetve % =shux

fiiggvények is megoldésai a differencidlegyenletnek. Ezek linearisan fiig-
getlenek is, mert:

chz shzx
Wi(x) = =1
shx chaz

A differencidlegyenlet dltalanos megoldasa tehat
y = Cich z + Cysh x.

alakban is irhato.

Erdemes megjegyezni, hogy valahanyszor a karakterisztikus egyenlet-
nek abszolut értékben egyezd, de elGjelben kiilonb6z6, megegyezé mul-
tiplicitasu gyoke van, akkor a differencidlegyenletnek alaprendszere

e e vagy ch az,sh ra is lehet!

Az y" + y = 0 differencialegyenletnek karakterisztikus egyenlete
AN +1=0.
Innen A = +:. A megoldas tehat:

y=Cicosx+ Cysinz, C1,C5 € R.



A karakterisztikus egyenlet A + 2\ — 15 = 0, innen

—2+£VA+60 —2438
5 = .

A2 5

Két kiilonbo6z6 valos gyokot kapunk, Ay = 3, Ay = —5, s igy:

y(l‘) = 01€3$ + 6’26_5$7 Ol, CQ € IR

Az y" + 2y + y = 0 egyenlet karakterisztikus egyenlete:
N +2X+1=0.

Azt kapjuk, hogy
(A+1)*=0,

ezér \1 o = —1 kétszeres gyok. Tgy:

y(x) = (C1 + Coz) e, C1,Cy € R.

A karakterisztikus egyenlet A? + 12X\ 4 45 = 0, ahonnan:

124 /144 — 180

A2 5

= —6 =+ 3.

A karakterisztikus egyenletnek konjugalt komplex gyokei vannak.

Ezért az altalanos megoldas:

y(x) = e % (C} cos 3x + Cysin 3z) C1,Cy € R.

Az y = ™ megoldas fiiggvényt behelyettesitve
A —A=AX'=1)=x(N¥+1)(\*=1)=0
karakterisztikus egyenlethez jutunk. Ennek megoldasai:
AM=0, =1 A=-1, =1, As=—1i
Az altalanos megoldés:

y(z) = Cy 4+ Cre” + C3e* + Cycosz + Cssin .

Mivel a |Ao| = [A3] és A1 - Ay < 0 ez még igy is irhato (1. 1. feladat):

y(x) = C1 + Coch  + C3sh x + Cycosz + Cssin .

13
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A karakterisztikus egyenlet:

N8N 160 = AN =8N 4 16) = A (A2 —4)" =
AA=2°(A+2)7=0.

A gyokok tehat:

)\1 - 0
Aeg = 2, kétszeres gyok
A5 = —2, kétszeres gyok

Altalanos megoldas:

y(z) = C, + (Cy + Csz) e** + (Cy + Csw) e,

és ez
y(x) = C1 + (A1 + Asz)sh 22 + (By + Bex) ch 2z

alakban is irhaté.

A karakterisztikus egyenlet:

A2 4 A = X (M 2224 1) =3 (2 +1) =0

A gyokok:
Aig23 = 0, haromszoros gyok
Mser = =i, kétszeres konjugalt komplex gyokpar
A megoldas:

y(x) = O1 + Cox + Csz® + (A1x + Ay) cosx + (Bix + By)sinz.
4.9,

y(x) = Cie™® 4 Coe” 4+ Cycosax + Cysine =
= (4sh z + Cych x + C3cosx + Cysin x.

4.10. y(z) = (C1 + Cox + Cya*) e ™.

4.11. y(z) = C1e!® + Cohe®®
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4.12. y(z) = (Cy + Coz) €2,

4.13. y(z) = e* (Cy cos 2z + Cysin2z) .

4.14. y(z) = Ce2® 4+ Ches™.

4.15. y(z) = (C) + Cyx) €.

4.16. y(z) = (Cy + Coz) e~ 2",

4.17. y(z) = (Cy + Coz + Cs2® + Cyz® + Csat + Cez®) €.
4.18.

y(x) = C1+ CoeV? 4 Cae V2% 4 Oy cos V31 + Cs sinV3z =
= (O + Cych V22 + Cssh V22 + C, cos V3z + Cs sin V3z.
4.19. y(x) = Ciz + Cy + (C5 + Cyx) cos V21 + (C5 + Csx) sin V2.
4.20.

y(x) = Oy + Cyr + Csa” + (Cy + Csx) sh vV2x + (Cs + Cyx) ch V2x =
= Cl + CQ(L’ + 031E2 + (Al + AQZL’) 6\/§x + (Bl + BQJI) 6_\/§x.

4.21.
y(l’) = 01 + CQZE + 6’36\/iz + 046_\/536 =
= Cl + CQZE + CgSh \/§$ + C4Ch \/EZE

A karakterisztikus egyenlet:

A 4+4=0, innen A = v—14

| A = ﬁ(%—l—i%)zl—i—z
Ay = ﬁ(—%%—i%):—l—w
N = \/5(%—1'%):1—1
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Igy a partikularis megoldéasok:

e* cosx, e’sinx
e “cosz, e sinx

Mivel a megoldasok linearis kombinacioja is megoldas, igy megoldasok
az alabbi fliggvények is:

et +e "
cosxr = chaxcoszx
ef —e®
5 cosrx = sh xzcoszx
e’ +e " | )
5 sinr = chaxsinz
et — e %
5 sinz = sh zsinz.

Bizonyithato, hogy az igy nyert fiiggvények alaprendszert alkotnak,
mert a beldliik felirt Wronski-féle determinans nem zérus. Igy:

y(r) = e (Crcosx + Cysinx) + e (Cycosx + Cysinx)
illetve

y(z) = (Crcosz + Cysinz) ch x4 (C3cosz + Cysinz) sh .

Az inhomogén lineéris differrencidlegyenlet altalanos megoldéasa a ho-
mogén egyenlet altalanos megoldasanak és az inhomogén differencial-
egyenlet egy partikularis megoldasanak Osszege. A homogén linearis
differencidlegyenlet altalanos megoldasa az alaprendszer ismeretében
felirhato:

Yhom = C1y1 + Coyp = C1e* + Che™*

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa:

Yo = n(x)e™ +a(z)e

alakban keresendd.
Az ismeretlen fliggvények derivaltjait a

(@) +ya(x)y, = 0
Ny + @)y, = «
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egyenletrendszerbdl szdmolhatjuk. Behelyettesitve az alapmeg-
oldasokat, az egyenletrendszer kompakt alakban igy irhato:

62w €—3x ,.yi 0

2e% 3737 V% x

Cramer-szaballyal meghatérozzuk ennek a lineéris egyenlet rendszernek
a megoldasat:

eQac 6—3J1
D= = —be
2e%®  —3e73¢
0 e
Dl — — _xefS:r;
x —3e7 3
e 0 )
D2 = = e x7
2e% g
Innen:
—re 3z 1 o l,eQx 1 .
M) = —— =zre™ he) = —— = -z
Integralassal:
2z ﬁ i . _ 3z ﬁ o i
n(@) = (10+20)’ na(e) = (15 45)
2 £ i 2z 3z i_i -3z __
bole) = —e (10 * 20) o (15 45> © =
- T 1
6 36
A differencialegyenlet altalanos megoldasa:
x 1
:C 2x 0—31‘____‘
y() €7 + Cqe 5 36
4.24.
y(x) = Cie *cos2x + Coe” *sin 2z + € cos2r In(cos 2z) +
+ “ Tainog

2
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4.25.

4.26.

4.27.

4.2.

1
y(z) =e" (01 + Coz + In - x)
y(x) = cos 2z (Cy 4 21n(cos2x)) + sin 2z (Cy + 4x)

y(r) = C1e* + Che "+
+2 [ze® + " — e — (¥ —e ) In(e" +1)] — 1.

Masodrendii homogén linearis DE

Az 2*(Inx — 1)y" — 2y + y = 0 differencidlegyenletek az y; = x par-

tikularis megoldastol linearisan fiiggetlen megoldasat szorzat alakban
keressiik.

ya(r) = Clz) o
Derivaljuk és az egyenletbe helyettesitjiik. Mivel:
o) =C" 2+ C  yy(x)=C" x4 2C"
*(Inz —1)(C"x +2C") — 2(C'z + C) + Cx = 0.
A C(z) - fiiggvény derivaltjai szerint rendezve:

C"2*(Inz —1) 4+ C' (22°(lnz — 1) — 2%) = 0.

A kapott masodrendii differencidlegyenletet C” = p(x) helyettesitéssel
els6rendii szétvalaszthato valtozoju egyenletre vezetjiik vissza:

p 22 (lnx—1)+a2* 2 1
p 3(Inz —1) 2z z(lnz—1)
Integralva:
1 Inz -1
lnpzlnﬁ—l—ln(lnx—l):ln PO
ahonnan:

dC_ln:z:—l

dx 22

p



4.29.

4.30.

4.31.

4.32.

4.33.

4.34.

4.35.

4.36.

4.37.
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Ujabb integralassal

fgy
yo(z) = _ln_xx =—lInz.
x
A keresett altalanos megoldés a két partikularis megoldas linearis kom-
binacioja:
y(x) = Ciz+ Cylnzx.

y1(z) és yo(z) linearisan fiiggetlenek, hiszen

z Inz
(W (z)| = X 1 |=0—Inz)#0.
x

y(x) = C1e* + Cy(1 4 3z)e™™.

y(x) = Crz + Cov/1 + 22

y(z) = Cictg . + Co(1 — o - ctg x).
1

y(x) = po| [Cy + Coze™].

y(x) = % [Ci(1+z)e ™ + G .

y(r) = C1° + @
T

y(z) = Ci2* + Cox.

y(x) = Cyarcsinx + Cy.

y(x) = Ci(z + 1) + Cae”
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A differencialegyenlet

y// + 2z / 2

x2+1y o241

y=0

alakban irhatjuk. Mivel y; = x, a masik partikularis megoldast yo =
v(x)z alakban keressiik.

/

vy = vr+w
yy = v+ 4+
Behelyettesitve:
" 2x2 !/
v+ 2+ — v = 0.
x4+ 1

Vezessiik be a v' = p jelolést. Ekkor v” = p/, és a fenti egyenlet igy

/ :[’2
=-2(1 .
pT ( —l—x2+1>p

Szétvalasztva a valtozdkat:
P 2 2x
P x x2+4+1)7

5= (2-25)
— = - - dx.
P r z¢t41

Az integralast elvégezve azt kapjuk, hogy

irhato:

innen

1
_ 2\ _
lnpf—21nx—ln(1—|—x ) —lnm

Igy:
, 1 1 1
v o= = — 0
P 2(14+22) 22 1+42%

és ujabb integralassal:

1 1 1
V= ﬁ_l—l—xQ da::—g—arctan:r.

A masik alapmegoldés

1
Yo =1 <—— — arctan x) = —1 — zarctanx.
x



4.39.

4.40.

4.41.

4.42.

4.3.
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Az altalanos megoldas:
y = Ciz + Cy(1 + zarctan x).
A partikularis megoldast keresve:

y(0) = Co=2

A feladat megoldasa tehéat:

Yy =1+ 2+ 2xarctan x.
y(z) = 2ex? — e®.

1—3cosx
sinz

Masodrendii inhomogén linearis DE

A homogén egyenlet altalanos megoldasa y = Ciz + Cylnz (lasd a

5.28. feladat).

Az inhomogén egyenlet egy yo(r) megoldasat az allandok varidlasa
modszerével hatarozzuk meg. Végigosztjuk az inhomogén egyenletet
a masodik derivalt egyiitthatojaval:

2 ]‘ / 1

v z(lnz — 1)y * 22(Inz — 1)

y=Inx—1.

A megoldést yo = 71(z)x + 2(x) - Inz alakban keressiik.
Az ismeretlen egyiitthatokra a

Yir+yynz = 0;

1
! !~ = lnx—1
71+’72I nr
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egyenletrendszert nyerjiik.

Cramer-szaballyal:

0 Inz
Wi | mr—1 2
, =L nr= z Inz(lnz —1)
71:|VV|: T I-Inz =z
= z Inz
1
1 =
x
T 0
/ ’&| 1 Inx—1 z(nz —1)
e e — = —x
2w l-Inz
= z lnz
1 1

integralva:

2
" = /lnxdm =z(lnx—1); = /(—x)dx -

Az integralasi allandot zérusnak vehetjiik, hiszen egyetlen partikularis
megoldast keresiink! A partikularis megoldas tehéat:

2 22
yo(z) = (xlnz — x)x — ?lnx = 7lnx—x2.

A keresett altalanos megoldas:

2
y(z) =Cixz+ Cylnx + %(lnx —2).

4.44. ‘ 2
y(z) = Cysinz + Cysinz - Intg g + Sl;x (lntg g) )
4.45.
y(z) = Ciz® + Colnz + x.
4.46.

y(@)=Cive+1+Co(z+ 1)+ (z+1)In(z +1) — 1.
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4.47. )
y(z) = Ci(z+ 1) 4+ Cre” + (% — 1) e”.

4.48.
22

y(x) = Ciz + Cysinx + x cosx + ?sinx.
4.49. A differencidlegyenletet osszuk végig a masodik derivalt egyiitt-
hatojaval:

" 2 / 2 :
Yy — -y + 3y=IsInr
x x

A homogén egyenlet egy partikuliris megoldasa y; = x%. A szokott
modszerrel megtalalhatoé a masik partikularis megoldas yo = . A két
fiiggvény linearisan fiiggetlen.

A homogén egyenlet altalanos megoldasa:
Ynom = C12° + Oy
Az inhomogén egyenlet partikularis megoldésa:
Yo = n(2)z® +y(x)z

A 7(x) és yo(z) fiiggvények az

2z 1 o xrsinx
egyenletrendszerbdl szamithatok.
v, =sinx; v, = —zsinz.

Integralva
V1= —COST; Yo =TCOST —sinx

A keresett partikularis megoldés:
yo = —x’cosx + xlcosx — rsine = —xsinz
Az altalanos megoldés:

y(x) =y(z) = C1axs + Cox — xsinz
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a) Az y (g) =mésy (g) = 0 kezdeti feltételeket kielégité megoldas

a
w2 T 3
Gty = 5
Cl7T+CQ =1

egyenletrendszerbdl szamithato:

4
Clz——
T

, Oy =4
A keresett megoldas:
4, .
Yy =05r——x" —xsinx
T

b) Az y(0) = 0 és 3/'(0) = 2 feltételeket kielégité megoldas nem létezik,
mert az © = 0 hely a differencidlegyenletnek szingularis helye. (Nincs
értelmezve!)

4.50. y(z) = €* (2 — 5z + zarcsinz + V1 — 2?)

4.4. Allandé-egyiitthatés linearis inhomogén
DE

A linearis differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének a A\ o =
—1 kétszeres gyoke. Ezért a homogén egyenlet altaldnos megoldasa:
Ynom = (C1 + Chx)e™™.
Az inhomogén lineéris differencidlegyenlet partikularis megoldasat
yo(x) = (Ax + B)sinx + (Cz + D) cosx

alakban kereshetjiik, ugyanis az inhomogenitést okozo6 fliggvény x sin z,
s ilyen esetben a megoldéasban fellép az x cos x fiiggvény is. Az x szorzo
miatt viszont els6fokd polinommal kell a trigonometrikus fiiggvényeket
szorozni. Derivaljunk:
yo = Asinz+ (Az+ B)cosz + Ccosz — (Cx + D)sinz =
(A— D —Cuz)sinz + (C+ B+ Az) cosx
yo = —Csinz+ (A—D —Cx)cosx+ Acosx —
— (C+ B+ Ax)sinx =
= —(2C+ B+ Ax)sinx + (2A— D — Cz)cosx
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Behelyettesitiink az inhomogén differencialegyenletbe:

— (2C+ B+ Ax)sinx + (2A— D — Cz) cosz +
+ (2A4—-2D —2Cx)sinx + (2C + 2B + 2Ax) cosz +
+ (Az + B)sinz + (Cz + D) cosx = zsin .

Egyititthato 6sszehasonlitassal a kovetkezG egyenleteket kapjuk:

zsinz szorz6ibol 1 —A—-204+A=1
xcosz szorzoibol : —C+244+C =0
sinx szorz6ibol : —2C — B+2A—-2D+B =0

cosx szorz6ibdol  2A—D+2C+2B+D =0

Az egyenletrendszer megoldasa:

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa:

1 —l—l(l )
Yo = 2smx 5 x)Ccosx

A differencialegyenlet dltalanos megoldasa:

1 1
y(x) = (C1 + Cyz) e—x + 3 sinx + 5(1 —x)cosz.

A differencialegyenlet karakterisztikus egyenlete:
A =4 +3=0

A gyokok:
M=V3 X =-V3
A3 =1, A= —1.
A homogén egyenlet altalanos megoldésa:
Yhom = Che® + Coe™® + CyeY3® 4 Che™ V37,

illetve
Yhom = Cich z+ Chsh x + Cysh V3z + Cych V3z — /3.
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Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa yo = Ae? alaka. Diffe-
rencialva és az egyenletbe behelyettesitve:

]. T 1 xT xT €T
ﬁAef — 411465 4+ 3Aez = 3ez.

16
Innen: A = I Az inhomogén linearis differencialegyenlet altaldnos
megoldésa:

16 =
—ez,

y(x) = Cre” + Cre™" + CaeV + Cpe V3 4 T

vagy

16 =
y(x) = Cich & + Cysh x + Csch V32 + Cysh V3z + ﬁef.

Az y" +3y"+3x+y = e " +cos x inhomogén differencidlegyenlethez
tartozo karakterisztikus egyenlet:

M43 +3N+1=(A+1)°=0.

A XA = —1 héaromszoros gyok, igy a homogén egyenlet altalanos me-
goldésa:
Yhom = (Cl + Coz + 031‘2) e ”.

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat két részbdl tessziik
0ssze.

Legyen v,(z) az

"

y'+3y + 3y +y=e"

és yo(r) az
y" +3y" + 3y +y =cosx

inhomogén linearis differencidlegyenlet partikularis megoldasa. Ekkor:
Yo(x) = 11(x) + 2(2).

Az yi(z) fiiggvény meghatarozasanal figyelembe kell venniink, hogy a
A = —1 a homogén egyenlet karakterisztikus egyenletének haromszoros
gyoke, s igy haromszoros rezonancia van. Ezért a megoldast

y1(z) = Axe™
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alakban keressiik. Derivalva

yp = (342® — Az®)e™®
y{ = (6Az —3A2® — 342”4+ Az®) e
y!! = (6A— 124z + 342” — 6Ax 4 6A2”° — Az®) e,

és behelyettesitve:

Ae ™ (—x?’ + 922 — 18Ax + 6A) + Ae™® (3x3 — 1822 + 18Ax) +
+Ae™" (—31’3 + 9x2) + Ae Tz =e7 7,

x T

Osszevonva 6Ae™® = e~ innen A = & tehat

Az yo fliggvényt yo(z) = Bcosx + Dsinx alakban kereshetjiik. Ennek

derivaltjai:
Yy, = —Bsinx+ Dcosx
Yy = —Bcosr— Dsinx
Yy = Bsinz — Dcosu.
Innen

Bsinz — Dcosz + 3(—Bcosx — Dsinz) + 3(—Bsinz + D cosz)+

+Dsinx = cosz.

Egyititthato osszehasonlitassal:

sinx szorz6ibol : B—-3D—-3B+D =0

cosx szorzoibol : —D —3B+3D+ B =1.
Innen B = 1 D = ! tehat
4’ 4’
1 1.
yo(x) = —7 CosT + 7 Sina.

Az inhomogén lineéris differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

1 1 1
y(z) = (Cl + Cyz + 03562) e’ + Exe_“’ g oS + 1 sin .
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y" + 3y" + 3y +y = e *coszr inhomogén linearis differencial-
egyenlethez tartoz6 homogén lineéris differencidlegyenletet mér az el6z6
(5.53.) feladatban megoldottuk:

Yhom = (Cl + Coz + 031‘2) e ”.
Az inhomogén egyenlet partikuléris megoldasat

Yo = (Acosx + Bsinx)e”

alakban keressiik. (Figyeljiilk meg, hogy itt nincs rezonancia!)

Yy = (—Asinz+ Beosz — Acosx — Bsinx)e ™ =
[(—A— B)sinz+ (B — A)cosz]e ™.
yo = e “[(—A—B)cosz — (B— A)sinz + (A + B)sinx+
+ (A—B)cosz| =(—2Bcosz +2Asinx)e ",

Yy = [2Bsinz+2Acosz +2Bcosz — 2Asinz] e =
(2B — 2A)sinx + (2A+2B) cosx]e “.

Behelyettesitiink a differencidlegyenletbe:

"

Yo = e °[(2B —2A)sinz + (24 4 2B) cos z]
3yp = e "[6Asinz — 6B cos ]
3y e *[(—=3A —3B)sinz + (3B — 3A) cos z
Yo = e “[Bsinz + Acosz]
Osszegezve:

e " cosz = e *[Asinx + (—B) cos ]

Egyititthato 6sszehasonlitassal:
A=0;, B=-1.

A partikularis megoldas: Yo(r) = —e *sinz.

A keresett altalanos megoldas:

y(z) = (Cy + Cox + C32* —sinz) e
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Az 5.1. feladatban lattuk, hogy homogén egyenlet altalanos meg-
oldasa:
Yhom = 01€$ + CQG_Ia

mely ilyen alakban is irhato

Yhom = c1¢ch x + cosh z.

Mivel a differencidlegyenlet jobboldalan - egy polinom szorzotol elte-
kintve - a homogén differencidlegyenlet partikularis megoldasa all, re-
zonancia van. Ezért az inhomogén egyenlet megoldasat ilyen alakban

keressiik:
Yo = v(Azx + B)e” = (Ax® + Bx)e®.

Derivalva:

yo = (A2’ + Bz +2Ax+ B)e"
vy = (A2’ + Bz +2Ax+ B+2Ax+ B +24) "

Behelyettesitve az egyenletbe azt kapjuk, hogy
(2z + 3)e” = (4Ax + 2A + 2B)e”

Az egyiitthatokat Gsszehasonlitva:

1
4A=2; 2A+2B =3, azaz Azi; B =1.

igy

A keresett altalanos megoldas:

1
y(x) = <01 + 51’2 + x) e’ 4+ Che™ ™.

Az 5.2. feladatban lattuk, hogy a homogén egyenlet altalanos meg-
oldésa:
Yhom = Cl Ccos T + 02 sin .

A rezonancia miatt az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat

yo(x) = z(Acosz + Bsinz)
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alakban kell keresniink. Derivéaljunk:

Yy = —Axsinz+ Brcosx+ Acosz + Bsinz
yo = —Azcoszr— Bxsinx— Asinz + Bceosx — Asinz +
+ Bcosz
Behelyettesitiink:
y'" = —Axcosx — Brsinx — 2Asinx + 2B cosx
y = Axcosx+ Brsinz
Osszeadva:

—4cosx = —2Asinz + 2B cos x.

Innen: A =0, 2B = —4, tehat B = —2. Vagyis
yo(z) = —2xsinz.
A feladat megoldésa:

y(x) = Cicosz + (Cy — 22) sin .

4.57. A
y(z) = <C1 + Cox — ga;?’) e’ + Ce™.
4.58. 1 1
3x —4x
- — —sha— ——chu
y(x) = Cre™® + Cae 1205 x 120(: T
4.59. y(z) = C1e* + Che™" + 237,
4.60. 1
y(z) = C1e** + Coe ™ — G sin 3x — 5 o8 3.
4.61. y(z) = Ce* 4 Coe ™ — tae ™.
4.62.
y(x) = C1 + Cye** + Cye™** + Lo (22% — 3z) + Leosa— a3 Ly
b ’ 32 5 127 87

4.63. 1 5 4
y(z) = Cre*® + Cpe™™* — §x2 + g% + 77



4.64.

4.65.

4.66.

4.67.

4.68.

4.69.

4.70.

4.71.

4.72.

4.73.

4.74.

4.75.

31

1
y(x) = 016436 + Cge_m — 6€2w — 1—7 sinx + 1—7 COST.

1
ylx) =C1+e % (Co+ Csz) + o — 5:1326_96.

1
y(x) = Cicos2x + Cysin2x + e % (C3 + Cyz) + A sinx + 2€”.

1
y(xr) = Cre ™ + Cycosx + Cysinx + g(Zx — 3)e”.

8
y(r) = Cre® + Cye” — 56“ (cosg + 2sin g) )

y(x) = e (Cy + Cox + Csa® + Cyz®) + ﬁ (2° + 5a*) €.

1
y(x) = e3” (Cy + Cyx) + -

y(x) = Cycosz + Cysinx — cosz Intg (% + g) )

1 1
y(x) = Crcosz + Cysina + §xsinx ~3 sin? z cos z.

29

1 1
y(x) = Oy + Coe 3% + (—53: — —6> cos x + (—256 + %) Sin .

1
y(z) = Cre” + Che ™ — R

1
y(z) = C1e* + Che™" + §xch 3r = (Cl + g) ch 3z + Cssh 3.
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4.76.

4.77.

4.78.

4.79.

4.80.

4.81.

4.5.

4.82.

1 1
6 24
1 1
= Cych z + Cysh z + C3e*® + 6%% _ ﬂe—h

y(x) = (1+ x)e_%x 4 2e7 57,
y(x) = €(0.16 cos 3z + 0.28 sin 3x) + 2 + 2.2z + 0.84
y(z) = e* + 2°.

yx) ="+ e (1 —z—2?).

y(x) = %sin 2r — ésinx — COS .
Allandé6-egyiitthatés linearis inhomogén
DE és Laplace transzformacio

A Laplace transzformaltat jelolje L(y,s) = Y(s). A transzformalt
egyenlet:

s(sY(s)—1)—1—(sY(s) —1) = frac2s — é

Rendezés utan

33—|—23—2_A+B+C+ D
s3(s—1) s 82 s s—1

Y(s) =

Az allandok meghatarozasahoz formalisan kozos nevezére hozunk, és
egyiitthato 0sszehasonlitassal keressiik a megoldast:

s°+2s =2  As*(s—1)+Bs(s = 1)+ C(s = 1) + Ds*
$3(s—1) s3(s —1)




s3 szorzoja : A+ D=1

s? szorzoja : —A+B =0
s szorzoja : —B+C =2
s'szorzoja 1 —C = —2

Az egyenletrendszer megoldasa: A=B=0; (C=2; D=1

Igy ) .
y =2 .
s3+s—1

Vissza transzformalva a keresett megoldéas:

y(r) = 2° + €”.

@ 19 @\ ., 8l
X)) = —_— = — (& —€ .
y 2% 5 25

y' — 4y +4y =8sin2z; y(0)=2, ¢ (0)=4.

4.83.

4.84.

A transzformélt egyenlet, ha L(y,s) =Y :

16

Y —2] -4 —-4|sY —2|+4Y = .
S[sY —2) =4 —4lsY —2)+4Y = o

Rendezés utan:

253 — 45% + 8s A B Cs+ D
Y = = + +
(s —2)%(s2+4) s—2 (s—2)2 244

Az egylitthatd Osszehasonlitas utan:
A=1, B=2,  (C=1, D=0.

Igy: X ,
s
Y = .
8—2+(S—2)2+82+4

Vissza transzformalva:
y(r) = €** + 2we** + cos 2z

4.85.
y(z) = — [(179 + 286z)e™* — 10 cos 3z + 24 sin 3z .

33
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4.86.

4.87.

4.88.

4.89.

4.90.

4 4 4 3
y(z) = (— + gx) e 2 — %% cosdxr — % sin 4zx.

y(x) = (2 — x)e* + 2",

_ 1 3z 1 —x 1 —4x
y(x) = 286 126 + 216
1 1
y(z) = 5 (e —e™) + 7€ v
3 1 5
e = o= e



