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Lagrange-féle kbdzépértéktétel, ismétlés

Tétel.
Legyen f : [a, b] — R differencialhato. Ekkor 3¢e(a, b), melyre:

f(b) — f(a) = /() - (b — a).
Atfogalmazas. Legyen ¢ = a+ (b —a),ahol 0 <0 < 1, és
h = b — a. Ekkor

f(a+ h) — f(a) = f'(a+ 6h) - h.



Lagrange-féle kbzépértéktétel 2 dimenzidban

Tétel.

S C R?. Legyen f : S — R differenciélhaté (xo, yo )eint S pont

valamely U kérnyezetében.

EkkorV/(x1, y1)eU esetén 30¢(0, 1), melyre:

Ax
f00.51) = F(r0,30) = erad £, 30)+ () ).

ahol Ax := x1 — Xg, Ay := Y1 — Yo €S

Xg = Xo + 0 - Ax, Yo=Yo+0-Ay.



Bizonyitas
F(t) := f(xo + tAX, yo + tAy). F : [0,1] — R diff-hato, és
F(0) = f(Xo0, ¥o), F(1) = f(x1, 1)
A Lagrange-féle kbzépértéktétel szerint 36¢(0, 1), melyre
F(1) — F(0) = F'(0).

F'(t) = fi(xo + tAX, yo + tAY)Ax + f)(Xo + tAX, yo + tAy)Ay.

Osszegezzilk, Xy = Xg + 0AX és yy = yo + OAy jeldléssel:

f(x1, 1) — f(x0, ¥0) = fi(Xo, Yo)AX + f,(Xa, Yo) Ay -



Kbvetkezmény

Tétel.
Tfh S c R? konvex, és f : S — R differenciglhato.

Feltesszlik, hogy minden (x, y)eS-re
grad f (x,y) = (0,0).

Ekkor 3ceR, hogy f (x,y) = ¢, a fliggveény konstans.



Bizonyitas
(x,y), (X', y")eS tetszbleges. Ekkor 36¢(0, 1)
x—x
f0,y) = 10¢,y) = aa F ) ().
y—Jy
A konvexitas miatt (xg, yg) =6 - (x,y) + (1 = 0) - (X', y')eS, igy
grad f(XG»YG) = (05 O)a

ezert f(x,y) = f(x', y').

Megjegyzés. Osszefiiggd ET-re is igaz, a konvexitas nem
szlkséges. (HF: Miért?)



Taylor-formula

Feladat. Legyen f : S — R kétvaltozos fliggvény, amely
elegendden sokszor differencialhaté valamely (xg, yo) pontban.
Adjunk becslést az f(x, y)-ra az (xp, yp)-beli derivaltak

felhasznalasaval.
Egy megoldas az érintosik:
f(x,y) = f(x0, ¥0) + (X0, o) (X — Xo) + (X0, Yo) (¥ — ¥o)-

Ez megfelel az elséfoku Taylor-polinomnak.



Magasabb foku Taylor polinom

Visszavezetjik a feladatot az egyvaltozos esetre.

Legyen
F(t) = f(xo+tAX, yo+tAy), ahol Ax = x—Xp, Ay = y—Yp.
Ekkor F : [0, 1] — R elegendden sokszor diff-hatd figgveény,

F(0) = f(x0, %),  F(1) =f(x,y).

Az F faggvény t = 0 pont kordli Taylor-formulajat hasznaljuk.



Magasabb foku Taylor polinom
F(t) = f(xo + tAX, yo + tAy), ahol Ax = x — Xo, Ay =y — ¥o.
A derivaltak:

F'(t) = fi(x+tAx, yo+ tAy)Ax + f,(xo + tAX, yo + tAy)Ay

F'(f) = f(xo + tAX, yo + tAY)(AX)? +

+

2fy, (X0 + tAX, yo + tAY)AXAy +

+ (X0 + tAX, yo + tAY)(Ay)?.

Ha F(t) n-szer differencialhato, akkor indukcioval:

" /n onf
F(t) = Z (k) W(Xg + tAX, yo + tAY) (Ax)K(Ay) K.
k=0



A Taylor formula szerint
1 1
F(1) = F(0) = F/(0) + 5F"(0) + ... . F(0) + Ly,

ahol L, a Lagrange-féle maradéktag.

f(x,y) = f(x0, ¥0) = F(1) = F(0), ezért f(x, y) — f(x0, o) =
1

= (- Dx 41 Ay)+g

(- (AX)? + 21, - AXAY + £ - (Ay)?) +--- +

n

1<~ /n P
+sz:; (k>(AX) (Ay) W(XOJO)-l-Ln-



Masodrend( Taylor formula

Specialisan n = 2 esetén kiirjuk pontosan a tagokat:
f(x,y) — f(x0, Yo) =
Ax 1 Ax
— e f00,30)- () + 5(0x 89) - oo po) - () + Lo

ahol H(xp, yo) a Hesse-matrix.



Kitekintés IR"-re



Lagrange-féle kbzépértékiétel

Tétel.
S C R". Legyen f : S — R differencialhato
X = (X1,...,Xn)eint S valamely U kérnyezetében. Legyen

h = (hy,..., hy) olyan megvaltozas, melyre (x + h)eU.
Ekkor 36¢(0, 1), melyre:

f(x + h) — f(x) = grad f(x + 0h) - h = Zn: £ (&)h,

i=1
ahol &, = x + 6h.

Megjegyzés. A fenti a képletben szerepld - ‘pont’ vektorok

skaléris szorzata.



Bizonyitas
Vezesslk be az alabbi egyvaltozos fliggvényt:
F(t) ;== f(x + th) = f(xq + thy,..., Xn + thy).
F :[0,1] — R folytonos és diff-hato (0, 1)-ben, tovabba
F(0) = f(x) és F(1) = f(x + h).
A Lagrange-féle k6zépértéktétel — J0e(0, 1), melyre:
F(1) — F(0) = F'(6) - 1.
Mivel a lancszabaly alkalmazasaval rogzitett t-re
F'(t) = f, (x + th) hy + ...+ f,_(x + th) hp,
ezért & = x + 6 - hjeldléssel

F(1) = F(0) =F'(6) = £, (&) h1 + ... + £, (&) hn.



Altalanos masodrend(i Taylor-formula.

Tétel.
S Cc R". Legyenf: S — R n-valtozos fliggvény kétszer

differencialhato S-ben. Ekkor tetszbleges (x + h)eS esetén
f(x + h) ~ f(x) + grad f(x) - h+ h" H(x) h,

ahol

grad f(x) = (;):(X), R 8f(x)> )

(Bizonyitas: HF)



