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Szeélsoértek
Adott D ¢ R?, f : D — R kétvaltozos fliggvény.
Definicié.
(X0, Yo) LOKALIS MAXIMUM (ill. minimum), ha
U kérnyezete a (xo, yo)-nak, hogy

f(x,y) < f(xo, o) - (ill- f(X, y) = f(X0, Yo0)),

(X0, Yo) GLOBALIS MAXIMUM (ill. minimum), ha

f(x,y) < f(xo,¥0) (ill. f(x,y) > f(x0, Y0)),

V(x,y) e U.

Y(x,y) € D.



Szélsoérték, abra

z absolute

absolute

. minimum
minimum



Szélsoertek létezése
Megjegyzés. Weierstrass tétel — ha f folytonos
és D korlatos és zart, akkor VAN globalis minimum és maximum.
Példa.

f,y)=x2+y?  D={(x.y):x*+y*><1}.

Globalis maximumhelyek: a {(x, y) : x? + y? = 1} pontjai,

Egyetlen globalis minimumhely: (0, 0).



Szikseéges feltétel a szelsdérték letezésére

Ismétlés. Ha f : [a, b] — R differencialhatd, és xo € (a, b)-ban lokalis
szélsbérteke van, akkor f'(xp) = 0.
—  Kétvaltozés figgvenyekre miigaz?

Tétel. (Szikséges feltétel lokalis szélsbdérték letezésére)

Ha a kétvaltozos f differencidlhato fliggvénynek (xo, ¥o)-ban lokalis

szélsbértéke van, akkor

grad f(xo, yo) = (0,0).
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Tétel (folytatas.) Mas széval,
ha (xo, o) lokalis minimum vagy lokalis maximum, akkor
fe(X0, ¥0) = 0, f,(X0,¥0) =0, = grad f(xo, o) = (0,0).
Definicio.
Ha grad f(xo, yo) = (0,0), akkor (Xo, Yo) STACIONARIUS pont.

(Mas elnevezés: KRITIKUS pont.)

Kévetkezmény. Ha (xo, yo) lokdlis szélsbérték =- stacionarius pont.

—  Visszafelé vajon igaz-e?
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Szikséges feltétel, bizonyitas

Jeldlje f1(x) := f(x, yo) az egyik metszetfiggveényt.
Tth (X0, yo)-ban lokalis maximum van. Ekkor 3U C D:
f(x,¥0) < f(x0,¥0) Y(x,¥0) € U.
HalUy={xeR : (x,y0) e U}, = fi(x)<fi(x)Vxe lp.
Ekkor xq lokalis maximuma fi -nek,
= 0= f{(x0) = fi(x0, Yo)-

fy(x0, ¥o) = 0 hasonloan igaz. Lokalis minimum esetén hasonlo.



Példa. f(x,y)=xy, (x,y) € R%
A parcialis derivaltiak fi(x, y) = y és f)(x, y) = x.

£(0,0)=0, £(0,0)=0, —s grad f(0,0) = (0,0).

Az orig6 stacionarius pont, mégis nem szélstérték.

1.0

A flggvényérték az origbban
f(0,0) = 0.

1.-3. siknegyedben f(x, y) > 0,

2-4. siknegyedben f(x, y) < 0.




Példa. Milyen haromszdg esetén lesz a sz6gek sinusainak szorzata

maximalis?

A haromszdg szbgei x, y, és m — x — y. Igy minimalizalandé:
f(x,y) =sin(x)sin(y)sin(r — x — y) = sin(x) sin(y) sin(x + y),

ahol f : [0, 7] x [0, 7] — R. A maximum létezik. /

Ha 0 < x, y <, akkor f(x, y)> 0, egyébként f(x, y)= 0.

A fliggvény maximuma belsd pontban van.



f(x,y) =sin(x)sin(y)sin(x + y)
A stacionarius pontok:
fr(x,y) = cosxsinysin(x + y)+sinxsinycos(x +y) =0, (1)
f,(x,y) = sinxcosysin(x+ y)+sinxsinycos(x +y) =0. (2)
Mivel sin x #£ 0, sin y # 0, ezekkel egyszer(sitink.

Kis szamolas (most, ofthon!) — tany =tanx — x=1y.

Ezt visszahelyettesitve: cos xsin2x + sin X cos2x = 0, igy sin3x = 0.

— Ezérix=y= g, a haromszoég egyenld oldalu. (Valéban MAX?)



Nyereg pont
Definicio.
Azt az (Xo, Yo) Staciondrius pontot, ahol nincs szélsbérték,

NYEREGPONT-nak nevezziik.

Példa. f(x,y) = x* — y?, o
(X0, ¥0) = (0,0).

f )
L0
SN0
Ny
\%\‘\\\\\\\‘\‘s““:‘

A megfeleld felllet egy (0
()

darabja: 0

10 -10



&

Stacionarius pont. Hogyan tovabb?

1. Példa. f(x,y) = x? 4+ 4y?® — 6x + 8y + 12. Stacionarius pontok?
2x-6=0, 8y+8=0, = x=3, y=-1

Lok. minimum, vagy maximum, vagy egyik sem? MINIMUM.

(Szerencsénk van... Miért?)
2.Példa. f(x,y) = x> + xy + y? + x + y. A stacionarius pontok?

fo(x, = 2x+y+1=0,
) ’ — (0J0) = (x—2) 777

]
fi(x,y) = x+2y+1=0, 3 3



Ismétlés, f: R — R.
Tétel. (Lokalis szélsdérték, elégséges feltétel)
Tth. f kétszer differencialhatd. Tegylik fel, hogy f'(xp) = 0.
Akkor f"(xp) # 0 esetén xp-ban VAN lok. szélsbérték.
--» ha f"(xo) > 0, akkor xo lokalis minimum,
--» ha f"(xo) < 0, akkor x, lokalis maximum,

--» ha f"(xo) = 0, akkor nem eldéntehet6, vajon van-e szélséérték.

Kétvaltozéban vajon mit jelent, hogy

— "a masodik derivalt poziiv ill. negativ"?



f kétvaltozos fuggveny.

Tétel. (Elégséges feltétel lokalis szélsdérték |étezésére.)
Tth. f kétszer differencialhaté D-ben. (xo, yo) belsé pont.
Tth grad f(xo, Yo) = (0, 0) (stacionarius pont).

Hesse matrixa az adott pontban Hy = H(xo, Yo):
foc (X0, ¥0)  fx(X0, ¥o0)
H(XOa YO) =
f)g/(XOv.yO) f;;,(X(),yo)

Ekkor ha det Hy > 0, akkor (xo, ¥o)-ban VAN lokalis szélséérték.
Ekkor ha det Hy < 0, akkor (xo, ¥o)-ban NINCS lokalis széls6érték.



Tétel (folytatés.) A Hy Hesse matrix determinansa:
Dy := det(Ho) = fy (X0, ¥o)fyy (X0, ¥0) — (fy)? (X0, Yo)-
Ekkor

» Ha Dy > 0, akkor a pontban lokalis szélséérték VAN.

> Ha emellett ) (X0, ¥o) > 0, akkor lokalis MINIMUM,
> ha £}, (Xo, Yo) < 0, akkor lokdlis MAXIMUM.
>

» Ha Dy < 0, akkor nincs széls6érték.

» Ha Dy = 0, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.



Kiegészités. Dy > 0 esetben lokalis széls6érték VAN.
Ennek tipusat elddnthetjik igy is:

> Ha f;’y(x07y0) > 0, akkor lokélis MINIMUM,

> ha fy’j,(xo,yo) < 0, akkor lokélis MAXIMUM.
Tehat pozitiv determinans esetén

fc (X0, ¥0) £ (X0, Yo)
H(xo, o) =
fo (X0, ¥0) 1y, (X0, ¥0)
"bal fels®" vagy "jobb als6" barmelyike dont: minimum vagy

maximum.



2. Példa. (folyt.) f(x,y) = x>+ xy + y? + x + y. A stacionarius pontok:

f(x.y) = 2x+y+1=0, 11
X/ = (XoaJ/o):(—gv—g)
fy(x,y) = x+2y+1=0,

A masodik derivaltak konstansok:
f)g((X,y)=27 f};,/v(xvy)zzﬂ f)g,(X,y):‘l

A Hesse matrix

2 1
H= = detH=3>0,
1 2

ezért a staciondrius pont lokalis minimum.



3. Példa. f(x,y) = x*> — 3xy + y?, f : R®> — R. Stacionarius pontok?

f(x,y) =0=2x-3y,

/ = (Xo0,)0) = (0,0).
fy(Xay) :0:_3X+2ya

A Hesse matrix:

fa(X,y)  f(x.y) 2 -3
H: =
fy(X.y) f(x,y) -3 2

det H=-5<0.



.

3. Példa. (folyt.) f(x,y) = x* — 3xy + y?

— A fliggvénynek nincs lokalis szélstértéke.




