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Egyváltozós függvény, ismétlés
f : [a,b]→ IR differenciálható. Abszolút (globális) szélsőérték?

min
a≤x≤b

f (x) = f (ξ1) =? max
a≤x≤b

f (x) = f (ξ2) =?

(VAN minimum és maximum!)

Ezek a szélsőérték ”jelöltek”:

1. x0 ∈ (a,b), ahol f ′(x0) = 0 —- belső pontok.

2. f (a) és f (b).

Befejező lépés: A ”jelöltek” összehasonlı́tása.

min /max{f (x0), f (a), f (b)} =?
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f : IR2 → IR

S ⊂ IR2 korlátos, zárt tartomány. f : S → IR diff-ható S belsejében.

Abszolút (globális) szélsőérték?

min
(x,y)∈S

f (x , y) = f (ξ1, η1) =? max
(x,y)∈S

f (x , y) = f (ξ2, η2) =? (∃ min./ max)

Ezek a szélsőérték ”jelöltek”:

1. (x0, y0) ∈ int S, ahol f ′x(x0, y0) = 0, f ′y (x0, y0) = 0. Belső pontok,

lokális szélsőérték jelöltek.

2. f (x , y), ha (x , y) ∈ ∂S. Ez túl sok pont!

Helyette f
∣∣
∂S: Feltételes szélsőérték?
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Példa. Abszolút szélsőértéket keresünk.

f (x , y) = x2 + xy + y2 + x + y .

S = {(x , y) : x2 + y2 ≤ 1}.

Stacionárius pontok a TARTOMÁNY BELSEJÉBEN?

f ′x(x , y) = 2x + y + 1 = 0,

f ′y (x , y) = x + 2y + 1 = 0,
=⇒ P0(x0, y0) = (−1

3
,−1

3
)

A Hesse mátrix H =

 2 1

1 2

 > 0, ezért P0 lokális minimum.
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Feltételes szélsőérték a HATÁRON: min
x2+y2=1

x2 + xy + y2 + x + y =?

Lagrange multiplikátor szabállyal, legyen:

F (x , y , λ) = x2 + xy + y2 + x + y − λ(x2 + y2 − 1),

A Lagrange függvény stacionárius pontjai:

F ′x(x , y , λ) = 2x + y + 1− 2λx = 0,

F ′y (x , y , λ) = x + 2y + 1− 2λy = 0,

F ′λ(x , y , λ) = −(x2 + y2 − 1) = 0

A λ-t tartalmazó tagokat ki akarjuk ejteni. Ezért:

xF ′y − yF ′x = x(x + 2y + 1− 2λy)− y(2x + y + 1− 2λx) = 0.

Kis átrendezéssel: x2 + x = y2 + y =⇒ (y − x)(y + x + 1) = 0.
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Az előző oldalról: (y − x)(y + x + 1) = 0. Feltétel: x2 + y2 = 1.

1.) x = y esetén két megoldás van:

P1(x1, y1) = (
1√
2
,

1√
2
) és P2(x2, y2) = (− 1√

2
,− 1√

2
).

2.) x = −y − 1 esetén is két megoldás van:

P3(x3, y3) = (0,−1) és P4(x4, y4) = (−1,0).

Végül összehasonlı́tás:

f (P0) = −
1
3
, f (P1) =

3
2
+
√

2, f (P2) =
3
2
−
√

2, f (P3) = f (P4) = 1.

A minimum f (P0) = −1/3, a maximum f (P1) ≈ 2.91.


