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Szikséges feltétel a szélsdérték |étezésére, ismétlés

Tétel.
Tth az f fuggvénynek (Xo, ¥o)-ban lokalis szélsbérteke van, és f

differencialhato. Ekkor

grad f(X07y0) = (070)7
azaz fi(xo, ¥o) = 0, f(xo, Yo) = 0.
Definicio.
Ha grad f(xg, ¥o) = (0, 0), akkor (xo, ¥o) STACIONARIUS (vagy

kritikus) pont. Azt az (xo, yo) Stacionarius pontot, ahol nincs

szélsbérték, NYEREGPONT-nak nevezzik.



Ismétlés, f : R — R.

Tétel. (Lokalis szélsbérték, elégséges feltétel)

f kétszer differencialhato.

Tegylik fel, hogy f'(xo) = O (stacionarius pont), akkor:
--» ha f"(xp) > 0, akkor x, lokalis minimum,

--» ha f"(xp) < 0, akkor xo lokalis maximum,

--» ha f"(xp) = 0, akkor nem eldénteheté, vajon van-e

szélsbéerték.



f kétvaltozéds fliggvény

Tétel. (Elégséges feltétel a szélstérték letezésére.)
f kétszer differencialhatd.

Tth grad f(xo, Yo) = (0,0) (stacionarius pont). Hesse matrixa
Ho := H(xo, ¥o). Ekkor

» ha Hy pozitiv definit, akkor (Xo, o) lokalis minimum,

» ha Hy negativ definit, akkor lokalis maximum,

» ha Hy indefinit, akkor nincs széls6értéke,

» ha Hy szemidefinit, akkor lehet, hogy lokalis széls6értéke

van, és lehet, hogy nincs.

A Tételt nem bizonyitjuk.



Definit matrixok

Példaként tekintstk az alabbi matrixokat

10 -1 0 1 0
A= ,  B= , C=

0o 1 0o -1 0 —1

» A > 0 (pozitiv definit),
» B < 0 (negativ definit)

» C indefinit.



Definit méatrixok IR?*2-ben.
Allitas. Legyen Hy az f fliggvény Hesse matrixa (X, yo)-ban:
foc (X0, Y0) ffxﬁ((Xo,}’o)
Ho =
fiy(Xo0, ¥0)  fy(Xo. Yo)
Ekkor
1. Hp >0 <= det (Hy) > 0és (X0, ¥0) >0
2. Hy <0 < det(Hy) >0és (X0, %) <0
3. Hp indefinit <= det (Hp) < 0
4. Hy<Ovagy Hp >0 <= det(Hp) =0

Megjegyzés. Az 1. és 2. pontban 1 (xo, yo) is irhato.



Tétel. (Elégséges feltétel a szélsbérték létezésére.)

f kétszer differencialhato. Tfh (xo, yo) Stacionarius pont. Hesse

matrixa Hy := H(xo, ¥o), ennek determinansa

Do := det(Ho) = fyy (X0, ¥0) )y, (X0, Yo) — (fry(X0. ¥0))?-

Ekkor
» Ha Dy > 0, akkor a pontban lokalis szélséérték van.
» Ha emellett 1]}, (xo, Yo) > 0, akkor lokalis MINIMUM,
» ha £}, (X0, ¥o) < 0, akkor lokalis MAXIMUM.
» Ha Dy < 0, akkor nincs szélséérték.

» Ha Dy = 0, akkor tovabbi vizsgalat sz(ikséges.



Példa

f(x,y) = x2 —3xy + y?, f : R> — R. Stacionérius pontok?

f(x,y) =0=2x-3y,
fu(x,y) =0=-3x+2y,

= (x0,¥0) = (0,0).

A Hesse matrix:

f)l(g((xay) f}/,g((X,y) 2 _3

fy(X.y) (X, y) -3 2

det H= —5 < 0, a matrix indefinit. A figgvénynek nincs lokalis

szélsdértéke.



Példa

f(x,y) = X2 + xy + y? + x + y. A stacionarius pontok?

f(x,y) = 2x+y+1=0, 1 1
= (X0,%0) = (—5

) _7)
fi(x,y) = x+2y+1=0, 3 3
A masodik derivaltak konstansok:

fx(x.y) =2, f(xy)=2 f(xy)=1.

2 1
H= >0,
1 2

ezért a stacionarius pont lokalis minimum.

A Hesse matrix



Feltételes széls6érték

Minta feladat: Adott R?-ben egy g(x, y) = 0 gdrbe. Melyik

pontja van az origbhoz a legkdzelebb?
min(x?2 +y?)=? ha g(x,y) =0.
Megoldas: g(x,y) = 0 alakbdl az egyik valtoz6: y = F(x), és
min [xz + F2(x)] =?  xeDf

Hatranya:
» nem biztos, hogy explicit megoldas létezik,

» Onkényesen részesitjik eldnyben az egyik valtozot.



Feltételes széls6érték

2. megoldas: kézvetlen optimalizalas.

Legyen f(x,y) = x° + y2, és
R={(x,y): g(x,y) =0}.

Az f| 5 Megszoritasat tekintjik , és itt keressik a szélsoérteket.

Nehézség: int (R) = ()

—> az eddigi tételeket nem alkalmazhatjuk.



Feltételes optimalizalas feladata

Adottak f, g : S — R flggvények. f minimumat keresslk az

{(x,y) : g(x,y) =0} halmazon.

min  f(x,y) =7
{g9(x.y)=0} (x.)




min  f(x,y)="?
{g(x.y)=k} (x.)

flay)=1
fla,y)=10
fle,y)=9
flx,y)=3
floy)=1

Melyik szintvonal metszi "utoljara” a g(x, y) = k gorbét? Ott az
érintdk megegyeznek, azaz

f(x.y)  gi(x,y)

f(x.y) gy(x.y)



hy) _gxy) . Ry By

fy(x.y) — gy(x.y) a(x.y)  gy(x.y)
Szemléletesen, ha (x, y) feltételes szélsdérték, akkor IA:

f)/((X,y)—)\g;((X,y):O, f;,(X,y)—Ag;,(X,y):O

floy)=11
flxe,y)=10
fley)=9
fley)=8
fley)=1




Feltételes szélsbérték, sziikséges feltétel

min f(x,y) =7
{(x.y): o(x,y)=0} (x.)

Tétel.

» Tfh a differencialhato f fliggvénynek az (xo, yo) pontban

feltételes szélsbérteke van a ¢(x, y) = 0 feltétel mellett.

» Tth grad (/)(X07y0) 7& (00)

Ekkor 4\geR, melyre

fe(X0, ¥0) — Aok (X0, ¥0) = 0,  1)(X0, ¥o) — Moy (X0, Yo) = O.



Lagrange-féle multiplikator szabaly

fe(X0, Y0) — Mgk (X0, ¥0) = 0, 1)(X0, Yo) — Aoy (X0, Yo) = 0.
Definialjuk az F : Df x R — R haromvaltozés fliggvényt:
F(Xayv )‘) = f(X>y) - Ad)(X?y)
Felteteles optimalizalasi feladat:
min  f(x, va, max f(x,
{o(x,y)=0} (x.) = {¢(x,y)=0} (x.)

—> helyette F flggveény feltétel nélkiili szélsbérték feladata:

grad F(x,y,\) =(0,0,0).



Lagrange-féle multiplikator szabaly

Tétel.

» Tth a differencialhato f flggvénynek az (xy, yo) pontban

feltételes szélséértéke van a ¢(x. y) = 0O feltétel mellett.

» Tfh grad ¢(xo, Yo) # (0,0).

Ekkor F\oeR, melyre (xo. yo. \o) Staciondrius pontja
F(x,y,X) = f(x,y) — Aé(x,y) -nek:

grad F(Xo, Yo, o) = (0,0,0).

Megjegyzés. Csak sziikséges feltétel! Tovabbi meggondolas

szikséges.



Példa

f(x,y) = xy feltételes szélsbértékeit keressik az
x? + y? — 1 = 0 gbrbe mentén. Létezik minimum és maximum.
El6zetes becslés a feltételi halmazon:

X2+ 2
I s er=yl = Iyl <

N —

A Lagrange flggveény:

F(x,y,\) :xy—)\(x2+y2 -1).



F(x,y,)\) = xy — \(x? + y? — 1) stacionérius pontjai:

Fy(x,y,\) = y—2\x=0,
F}’,(x,y,)\) = x—-2\y =0,

Fé\(X,y,)\) = _(X2+y2—1):0
(1) és (2)-bdl:
_y _ X 2 _ .2 2 2 1
=50 )\_zy:>x_y :>x_y_2

Négy stacionarius pontot kapunk:

L »i)a (X2, y2) = (—

(x1,y1) = ( 5

\V)

—
Sl
N

(X3, ¥3) = (——=,

5 ); (X4, ya) = (



A stacionarius pontok: (£ —), a fuggvényértékek:

1
v2' f
1 1
fayn) = 0. y2) = 5. (%8, ¥8) = f(xa, ya) = — 5.

Mivel |f(x,y)| <

N =

=

f(x1,¥1), f(x2, y2): max,

f(x3,y3) és f(xa, ya): min.




Kitekintés IR"-re



Szélsbérték

Tétel. (Szélsbérték létezésének sziikséges feltétele)

f: S — R, S c R" differencialhatd. Tfh xyeint S-ban lokalis

szélsbértéke van. Ekkor
grad f(Xp) = 0(eR").

(Elnevezés: xo STACIONARIUS pont.)

Mas szoval:
of

8Xj(xo):O, j=1,2,...n



Emlékeztetd

Definicio.
Az AeR™" szimmetrikus matrix
» POZITiV DEFINIT, ha minden xcR", x # 0 esetén x” Ax > 0.
Jelolés A > 0,
» NEGATIV DEFINIT, ha VxeR", x # 0 esetén x" Ax < 0 .
Jeldlés A < 0.
» A matrix INDEFINIT, ha 3xeR", melyre xT Ax > 0 és JyeR”,

melyre yT Ay < 0.



Szélsbérték

Tétel. (Szélsdérték létezésének elégséges feltétele)

S Cc R”, f: S — R kétszer differencialhato fliiggvény.
xeint (S) belsé pont. Tfh grad f(x) = 0.

8727‘()()

oxiox; "

. Ha H > 0, akkor x lokalis minimum.

A Hesse matrix H , melyre Hj =

—_

. Ha H < 0, akkor x lokalis maximum.

. Ha H indefinit, akkor nincs szélsbérték.

A W N

. Ha H szemidefinit, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.



