Kétvaltozos fliggvények szélstértéke.

2018. marcius 19.



Szélsbérték

f: S — R kétvaltozos fliggvény, S  R?.
Definicié.
(X0, Yo) LOKALIS MAXIMUM (ill. minimum), ha 3U kdrnyezete a

pontnak, hogy

fx.y) < (0. %0) (il (x,¥) > f(x0,30)).  ¥(x,¥)eU.

(X0, Yo) GLOBALIS MAXIMUM (ill. minimum), ha

f(va) < f(Xo,yo) (’” f(X’y) > f(XO’yO))v v(X’y)EDf'



Szélsoérték, abra

absolute
y maximum

local

absolute .
minimum

minimuim



Szélsbérték létezése
Megjegyzés. Weierstrass tétel = ha ha f folytonos és S
korlatos és zart, akkor VAN globalis minimum és maximum.
Példa.

fx,y)=x2+y?  S={(xy): x*+y* <1}

Globalis maximumhelyek: a {(x, y) : x> + y? = 1} pontjai,

Egyetlen globalis minimumhely: (0, 0).



Szikséges feltétel a szélsdérték |étezésére

Tétel.
Tth az f fuggvénynek (Xo, ¥o)-ban lokalis szélsbértéke van, és f

differencialhato. Ekkor

grad f(X07y0) = (07 O)a
azaz fi(xo, ¥o) = 0, f(xo, ¥o) = 0.
Definicio.
Ha grad f(xo, ¥o) = (0,0), akkor (Xo, Yo) STACIONARIUS (vagy
kritikus) pont.



Sziikséges feltétel, bizonyitas
Jeldlje fi(x) := f(x, yo) az egyik metszetfiggveényt.
Tth (xo, ¥o)-ban lokalis maximum van. Ekkor 3U C R?:
f(x,¥0) < f(X0,¥0) V(X,¥0)eUN Dy.

Ha Uy = {Xe]R : (X,yQ)GUﬂ Df}, = (X) <f (Xo) Vxell.

Ekkor xg lokalis maximuma f;-nek,
= 0= "f(x0) = fx(x0, ¥0)-

Lokalis minimum esetén hasonlé.



Példa. f(x,y) = xy, (X, y)eR2.

A parcialis derivaltiak fi(x, y) = y és f,(x, y) = x.
£(0,0) =0, f(0,0)=0, = gradf(0,0)=(0,0).

Az orig6 stacionarius pont, mégis nem szélsoérték.
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y 057
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£(0,0) =0

az 1.és 3. siknegyed-

ben f(x,y) > 0,

a 2. és 4. siknegyed-
ben f(x,y) < 0.




Példa

Milyen haromsz6g esetén lesz a szégek sinusainak szorzata
maximalis?

A haromszdg szdgei x, y, és © — x — y. Igy minimalizalandé:
f(x,y) =sin(x)sin(y) sin(rm — x — y) = sin(x) sin(y) sin(x + y),
ahol f : [0, 7] x [0, 7] — R. A maximum létezik.

Ha 0 < x, y < =, akkor f(x, y)> 0, egyébkent f(x, y)=0. A
flggvény maximuma belsd pontban van.

A stacionarius pontok:

fi(x,y) = cos xsinysin(x + y) + sinxsinycos(x + y) = 0,

fy(x,y) = sinx cos y sin(x + y) + sin x sin y cos(x + y) = 0.



cos xSiny sin(x + y) + sinxsiny cos(x + y) =0, (1)

Sinx.cos y sin(x + y) +sinxsinycos(x + y) =0. (2)

(1)—(2) = tany=tanx = x=y.

Ezt visszahelyettesitve:
cosxsin2x +sinxcos2x =0, — sin3x =0.

Ezértx =y = g a haromszdg egyenld oldalu.



Nyereg pont
Definicio.
Azt az (Xo, yo) Stacionarius pontot, ahol nincs szélséérték,
NYEREGPONT-nak nevezzik.

Példa. f(x,y) = x* — y2, (X0, Yo) = (0,0).




Ismétlés, f : R — R.

Tétel. (Lokalis szélsbérték, elégséges feltétel)

f kétszer differencialhato.

Tegylik fel, hogy f'(xo) = O (stacionarius pont), akkor:
--» ha f"(xp) > 0, akkor x, lokalis minimum,

--» ha f"(xp) < 0, akkor xo lokalis maximum,

--» ha f"(xp) = 0, akkor nem eldénteheté, vajon van-e

szélsbéerték.



f kétvaltozéds fliggvény

Tétel. (Elégséges feltétel a szélstérték letezésére.)
f kétszer differencialhatd.

Tth grad f(xo, Yo) = (0,0) (stacionarius pont). Hesse matrixa
Ho := H(xo, ¥o). Ekkor

» ha Hy pozitiv definit, akkor (Xo, o) lokalis minimum,

» ha Hy negativ definit, akkor lokalis maximuma,

» ha Hy indefinit, akkor nincs széls6értéke,

» ha Hy szemidefinit, akkor lehet, hogy lokalis széls6értéke

van, és lehet, hogy nincs.

A Tételt nem bizonyitjuk.



